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Der vorliegende dritte Teil dieser Serie von Arbeiten iiber Schunckklassen 
endlicher au&barer Gruppen beschaftigt sich vorwiegend mit der Relation 
des starken Enthaltenseins auf der Familie aller Schunckklassen (s. 2.3l) und 
der dadurch hier induzierten Verbandsstruktur. Diese Untersuchungen bauen 
auf den Arbeiten [2] von Doerk und [4] von Hawkes auf, wobei wir gleichzeitig 
leichter verstandliche Beweise zu den Hauptergebnissen dieser Arbeiten angeben. 
Wir beginnen, motiviert durch [2], mit der Einftihrung eines Begriffes von 
n-Maximalitat (n E N) (beztiglich der durch starkes Enthaltensein bewirkten 
Anordnung auf der Familie aller Schunckklassen) fiir Schunckklassen. Der 
Untersuchung n-maximaler Schunckklassen ist der erste Abschnitt dieser Arbeit 
gewidmet, der daneben einige Hilfsmittel fur Abschnitt 8 bereitstellt. 
Dort beschaftigen wir uns mit Komplementierbarkeitsfragen im Schunck- 
klassen-Verband und geben zuerst andere Beweise fur die Hauptsatze aus [4] an, 
was uns die Herleitung eines Zusatzes ermoglicht. Danach bestimmen wir zu 
jeder gesattigten Formation samtliche Komplemente in diesem Verband, die 
wiederum Formationen sind. 
Der letzte Abschnitt behandelt den Teilverband aller sog. D-Klassen sowie 
verwandte Teilverbande des Schunckklassen-Verbandes. Mit Hilfe eines D- 
Klassenkriteriums beantworten wir hier insbesondere eine Frage von Cossey [ 11. 
Fur benutzte Bezeichnungen und Konventionen verweisen wir den Leser auf 
Teil I, insbesondere Sektionen 1 und 2. Gleiches gilt fiir einftihrende Bemer- 
kungen tiber Schunckklassen, fur die such [2, 43 angefiihrt seien. 
* Teil einer Arbeit, die dem Fachbereich Mathematik der Johannes Gutenberg- 
Universitst, Mains, als Dissertation vorgelegt wurde (D 77). 
i Wir zitieren hier Ergebnisse aus Teil I (J. Algebra 55 (1978), 155-187) und II (Math. 
2. 162 (1978), 219-234) einfach durch Angabe ihrer Nummer. 
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7. STARKES ENTHALTENSEIN IN DER KLASSE H ALLER SCHUNCKKLASSEN 
Nach 2.3 ist die Beziehung X Q ?? fiir zwei Schunckklassen S und g zu der 
Inklusion b(g) C a(%) Hquivalent. Die Frage nach allen eine gegebene Schunck- 
klasse ?Z stark enthaltenden Schunckklassen Oy ist deshalb nichts Anderes als 
die Frage nach denjenigen Teilmengen 9- von a(X), welche Rander im Sinne 
von 2.1 sind, nach genau den y  _C a(%“> also, die der Bedingung 
S, TEA-, SEQ{T)* Sg T 
geniigen. 
Ein besonders iibersichtlicher Fall liegt vor, wenn a(% )^ mit b(%‘) iiberein- 
stimmt: Jede Teilmenge eines Randes ist wiederum ein Rand. Dieser Fall spielte 
aus unterschiedlichen Griinden in [2, Sektion 21 und in [4, Sektion 31 eine 
bedeutende Rolle. Urn einfachere Beweise und Verallgemeinerungen der 
Resultate aus den soeben zitierten Untersuchungen zu erhalten, sol1 hier auf die 
Beziehungen zwischen a(%) und b(9) nochmals eingegangen werden. An den 
Anfang stelIen wir eine etwas starkere Formulierung des fur die angesprochene 
Fragestellung grundlegenden Lemmas von Doerk; da der Doerksche Beweis 
dieses Lemmas recht langwierig ist, sol1 hier ein kiirzerer und insbesondere 
iibersichtlicherer Beweis angegeben werden: 
7.1 LEMMA (Doerk [2, 2.51). Sei 2” E H, A E a(fT), K ein Komplemmt uon 
F(A) in A undX G Proj&K) (C Projx(A)). F erner sei folgende Bedingung erfiillt : 
(*) 1st XL Y C K und V ein Y-Kompositionsfaktor van F(A), so gelte 
W%V))V~Q{4. 
Dam ist X = K, d.h. A E b(.%). 
Beweis. Sei A ein Gegenbeispiel minimaler Ordnung. Wir betrachten die 
Menge aller (Y/C,(V)) V, wobei Y alle X umfassenden echten Untergruppen 
von K und V jeweils samtliche Y-Kompositionsfaktoren von F(A) durchlauft. 
Mit P 1 ,..., P, bezeichnen wir die verschiedenen Isomorphietypen von Gruppen 
aus dieser Menge. Die Betrachtung von Y = X C K klart die Existenz minde- 
stens eines solchen P, . Der erste Schritt des Beweises besteht nun im Nachweis 
von n = 1: 
Es werde n > 2 angenommen. Wegen YC K ( Y wie oben) gilt P, # A fur alle i, 
d.h. insbesondere P, E Q{A/F(A)} = Q(K) (Voraussetzung (*) werde hier 
beachtet). Sei N, 4 K so gewahlt, daB K/N, s P, gilt. Mit M,/N, werde der 
minimale Normalteiler von K/N, bezeichnet. Ferner setzen wir D = (Jr=, N, 
sowie C = &r Mi . Da alle P, primitive Gruppen ohne nichttrivialen p’- 
Normalteiler sind (p der Primteiler von 1 F(A)I), ist K/D eine Gruppe mit 
trivialer Frattinigruppe und Fittinggruppe C/D welche gleichzeitig der griiI3te 
p-NormaIteiIer von K/D ist. Nun hat C/D ein Komplement U/D in K/D, und 
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U/D muf3 wegen Pi E a(F) (dies nach Konstruktion der Pi als Gruppen 
(Y/C,(V)) V, wobei Y einen %-Projektor von A und damit von Y V enthllt) 
und der Konstruktion von C/D einen g-Projektor von K, 0.B.d.A.: X, cnthalten. 
AuRerdem umfa& U wegen O,,(K/D) = 1 schon O,,(K) und erst recht F(K), 
denn O,(K) = 1 gilt, da K einen irreduziblen, treuen Modul iiber GF(p) 
besitzt, nlmlich F(A). 
Sei U,, eine beliebige, U umfassende, echte Untergruppe von K. Da O,(U,) 
die Gruppe O,f( U,) 2 O,,(K) I F(K) zentralisiert, mu0 O,(U,) = 1 gelten. 
Deshalb folgt aus XC 9,, und der treuen Operation von U, auf F(A), wenn 
V 1 ,..., V, die U,-Kompositionsfaktoren von F(A) bezeichnen, U, s 
U,Jnf, Cuo( Vi). Die Wahl der P, liefert 
U, E R,,{P&,,(F(P,)) 1 i = I,..., n} = %{K/il!& 1 i = l,..., n}, 
und schliel3lich ist U, E ~Q{K/C} in der von K/C erzeugten Formation 
QR,,(K/C} enthalten. 
Besitzt nun K/D genau m > 2 verschiedene minimale Normalteiler SJD, . . . . 
S,/D, so 1tiBt sich zu jedem S,/D eine Untergruppe U,(i) mit Eigenschaften 
wie zuvor U,, derart wlhlen, da8 U,(i)/D komplementPr in K/D zu SJD ist. 
Wegen K/S, c ~(u,(i)} und n:, S, = D gilt dann: 
K/D E Q%(U,,(i) 1 i = I,..., m} c Q%QFdK/C} = Q&,{K/C}; 
dies widerspricht C/D = F(K/D), da Letzteres l(K/D) = l(K/C) + 1 zur 
Folge hat (l(G) bezeichne die nilpotente Lgnge einer Gruppe G) und J’-lcK/c) 
eine Formation ist. 
Somit mu0 K/D eine primitive Gruppe sein und dann nach Konstruktion 
zu einem der Pi , etwa PI , isomorph sein sowie die P, ,..., P, (bis auf Isomorphie) 
als echte Faktorgruppen besitzen. Die Art der Bildung der Pi beriicksichtigend 
leitet man hieraus leicht ab, da13 schon die Gruppe K/D den Voraussetzungen 
unseres Lemmas geniigt. Die minimale Wahl von A als Gegenbeispiel bewirkt 
nun K/D E b(E). Es folgt Pi E X fiir i > 2. Da gleichzeitig Pi E a(%) gilt, 
existiert kein solches P, , und das bedeutet gerade 71 = 1. 
Nun sind wir in einer Situation angelangt, wie sie von Hawkes in 3.3 aus [4] 
analysiert wurde; das Hawkessche Resultat liefert den Widerspruch A E b(Z), 
da wir jetzt 0.B.d.A. b(E) = (PI} annehmen diirfen. (In der Tat l&t sich der 
Beweis von 7.1 ohne das Zitat von [4, 3.31 vervollsttidigen durch eine direkte 
ijbertragung des Beweisteils “Case 2” von Hawkes’ Resultat.) Das Lemma ist 
bewiesen. 
7.1 wurde von Doerk in [2] u.A. benutzt, urn die sogenannten maximalen und 
zweitmaximalen Schunckklassen zu beschreiben. Dabei heirjt % E H maximal 
in (?V E H, falls aus Z < 3 < ?V stets 9 E (3, %} folgt, aber % von g verschieden 
ist und dariiber hinaus % <g gilt. In 9 maximale Schuncklkassen werden 
maximal genannt, in einer maximalen Schunckklasse maximale Schunckklassen 
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nennt Doerk zweitmaximal. Wir sehen uns zuerst ein Beispiel an, das uns zu 
einer von der Doerkschen abweichenden Definition von Zweitmaximalitat fiihrt. 
7.2 BEISPIEL. Sei !Z durch b(X) = (2, , A4} definiert. Dann ist % zweit- 
maximal (im Sinne von Doerk [2]), a b er es gibt zwei Ketten von Schunckklassen 
‘yy,, Z”,(nEN)mit 
:‘x<gl<“u,<... und%/, fJrY,+r sowie 
~X...~~“,~~“,und9,#~“,,, fur alle n E N: 
(1) !4? ist maximal in d, ; wegen b(B,) = {Za} ist .q, nach [2, 2.61 (siehe 
such 7.5(a) unten) maximal, d.h. !Z zweitmaximal: 
Sei 3 <q < 8, und 8 f  8, . Dann gelten {Z,} = b(B,) C .(“Y) und 
b(g) L a(Z). Aus 2, $9 folgt aber schon 2, E b(u#). Der Rand von ‘Zg hat 
daher die Gestalt b(g) = (2, , I?,...} C a(%‘) mit B * 2, . Urn einen Widerspruch 
zu erhalten, nehmen wir b?J) # b(S) an. Wegen b(g) C a(T), und weil by!) 
ein Rand ist, folgt dann b(S) g b(“L): Man beachte, da0 jede Gruppe aus a(%“) 
eine Faktorgruppe aus b(T) besitzt. Folglich gilt B E ~(9”) - b(F). Sei lr~ 
Projg(B), X E Projx( Y) (C Projx(B)). Nach 2.7 bedeutet b(s) = b,(5!“) gerade 
.&, < %“. Ferner gilt X E y2ROc2(%) = Z$& nach 2.9. Deshalb ist einerseits 
F(Y) C Yz, C X, andererseits [O,(X), F(Y)] C O,(X) n F( I’) = I, d.h. O,(X) C 
C,(F(Y)) n O,(X) C F(Y) n O,(X) = I. Es folgt X E 8, sowie X E Hall,,(E’). 
Mit F(Y) C X sieht man sogar X = F( I’). SchIieBlich ergibt sich Y/F(Y) E 
5‘?a n %’ C LZa n 8, = 3. Wir haben den gewiinschten Widerspruch mit 
Y = F(Y) = X, d.h. B E h(T) erhalten. Dieser Widerspruch zeigt b(??) = b(F), 
l!Y = 9. 
(2) Bezeichnet D, das n-fache direkte Produkt von zu S, isomorphen 
Gruppen und V, einen gemal 1.9 existierenden irreduziblen, treuen D,L-Modul 
iiber GF(2), so gilt Y, = D,V, E a(S): 
Die elementar-abelsche 3-Gruppe Soc(D,) operiert namlich nichttrivial auf 
jedem Soc(D,)-invarianten Teil von V, , so dab fur jeden Soc(D,)-Kompo- 
sitionsfaktor UI’ von V, bereits ( SOC(D,)/C~~~~~,~( W))W z A, gelten mu& 
(3) Sei J!!L?~ durch b(yJ = [Yr ,..., Yn} und g,, durch b(??J = [Y, , 
Y R+l ,...> definiert-dies ist moglich, da offenbar Y, $ Q{Y,} fur i #j gilt. 
Wegen b(s”,) C u(s) gilt 5 < Zn , wegen b(y”,) L b(yn+r) 5 a(Z”,,.,) gilt 
yn+, < Z!Zn fur alle n c N. Dies zeigt die Existenz einer Kette 55” < ... \< 
ZntI < T2”, < ... < L?Zr mit paarweise verschiedenen sn . Ahnlich sieht man 
5? ((?qr < ... <a, <?ynir < ... mit %Jn f’yn,r. 
7.3 DEFINITION. Z?” EH heif3e n-maximal (n E N), falls jede nicht zu ver- 
feinernde Kette % <VI < ... <t’Ym. = Y mit paarweise verschiedenen 
Gliedern genau n Klassen !yI umfaBt und jede Kette zwischen .J? und ,4p 
endlich ist. 
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7.4 LEMMA. (a) 1st X n-maximal, so gilt 1 b(X)[ < n. 
(b) Enthiilt umgekehrt b(T) genau n Gruppen, und gilt dariiber hinaus 
a(S) = b(X), so ist X n-maximal. 
Beweis. (a) Sind B, ,..., B, verschiedene Gruppen aus b(S), so gilt namlich 
~“h{B,,...,B,_,}~...~h{B,}~h(o) = Y. 
(b) Die Aussage folgt leicht aus den Bemerkungen vor 7.1. 
7.5 SATZ. (a) (Doerk [2, 2.61). G enau dann ist % maximal, wenn b(T) aus 
einer Gruppe besteht. 
(b) Genau dann ist 3 zweitmuximul, wenn 1 b(X)1 = 2 und b(X) = u(E) 
gelten. 
(c) Genau dann ist !T zweitmaximal, wenn b(T) = {B, , B,} mit B, $ B, 
und S? sowohl in h{B,} als such in h{R,} maximal ist. 
Beweis. (a) Sei 1 b(S)1 = 1. Eine Gruppe A E a(T) - b(X) von kleinster 
Ordnung genugt der Bedingung (*) aus 7.1, was den Widerspruch A E b(S) 
liefert. Daher gilt a(%) = b(T), und nach 7.4(b) ist 3 maximal. 1st umgekehrt X 
maximal, so gilt 1 b(S)/ = I gemal3 7.4(a). 
(b) Aus b(T) = ~(9’) und ) b(S)\ = 2 folgt nach 7.4(b) die Zweit- 
maximalitat von J. 1st umgekehrt X zweitmaximal, so liefert 7.4(a) 1 b(S)/ < 2. 
Da ,02” nicht maximal ist, gilt nach (a) aul3erdem 1 b(T)1 # I. Mithin ist lb(%)\ =2. 
Ware a(X) + b(S), so gabe es eine Gruppe A E u(3) - b(S) von minimaler 
Ordnung. Nicht jede der beiden Gruppen B, , B, E b(X) kann dabei Faktor- 
gruppe von A sein, da sonst fur A die Voraussetzungen von 7.1 vorlagen, 
folglich A in b(Z) lage. Sei etwa B, $ Q(A). Dann ist .99 = {B, , A} ein Rand, 
und wir haben 9’ < h(.@) < h{B,} < Y mit 3 # h(B) # h(B,} # 9’ entgegen 
der Zweitmaximalitat von 3. Also gilt doch a(X) = b(3). 
(c) Zweitmaximale T haben nach (b) die Eigenschaft b(Z) = {B, , B,) 
mit B, * B, ; ferner gilt fiir solche .!?rY such a(%“) = b(X). 1st nun 9.” <“Y << 
h(B,}, so gelten {B,) = b(h{B,}) C a(g) und b(g) C a(X). Man iiberlegt sich 
leicht, dal3 aus T C b(T) = u(g) SC h on a(h(T)) = b(h(F)) = T folgt. Dies 
zeigt {Bl} C b(g) C b(Z) = {B, , B,j, also %Y c (h{B,}, Xx>. Somit ist X maximal 
in h(B,]. 
Umgekehrt sei X in h{B,j maximal fur i = 1,2, wobei b(Z) = {B, , B,} mit 
B, g B, gelte. Wie im Beweis von (b) sieht man dann, da5 ein A E a(X) - b(X) 
von minimaler Ordnung etwa B, nicht als Faktorgruppe be&e. Gleichfalls wie 
in (b) ergabe sich .T < h(A, B,} Q h{B,) mit drei voneinander verschiedenen 
Schunckklassen. Dieser Widerspruch zur Voraussetzung, dal3 3 maximal in 
h(BJ sei, beweist dann doch a(X) = b(3). Mit (b) folgt die Zweitmaximalitat 
von 3. 
Eine offene Frage ist, ob 7.5(b) f  ur n > 2 anstelle von 2 noch gultig ist. 
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7.2 und unsere nachstehenden ijberlegungen zeigen, dal3 eine allgemeine 
Beschreibung der Schunckklassen 3 mit b(9) = u(s) selbst im Falle 1 b(l)! = 2 
grol3e Schwierigkeiten bereitet. Wir formulieren (in 7.7) als Verallgemeinerung 
eines Resultates von Hawkes (vgl. 7.8) ein hinreichendes Kriterium fur a(%) = 
b(3); ein Gegenbeispiel gegen die Vermutung, da8 dieses such notwendig ist, 
ist derzeit nicht bekannt, zumal (ii) aus 7.7 gemal 7.6(a) eine notwendige 
Bedingung liefert. 
7.6 LEMMA. Sei 3 E H, p eine Primzahl, und sei die Schunckklasse .?iY xu 3 
wie in 2.7 dejniert. 
(a) a(%“) = b(Z) impliziert a(%“) = b(Zp) (= b,(Z) C b(Z) C a(%)). 
(b) 1st A E u(X) - b(E) von minimah Ordnung, und gilt F(A) = O,(A), 
so ist entweder A c a(% “^) - b(Zp), zlnd zwar wiederum von minimaler Ordnung, 
oder es ist A E XI’. 
Beweis. (a) ist ein Spezialfall einer im Beweis von 7.5(c) erwlhnten Aussage. 
(b) Wegen A 4 b(Z) ist A 4 b(Xn) = b,(X) C b(X) _C a(%). Liege A nicht 
in %P. Dann ist A E a(3??) eine Folge von A E a(Z), X < EP und der Tatsache. 
da8 alle von A verschiedenen Sektionen (Y/C&( V))V von A- V ein Y-Kompo- 
sitionsfaktor von F(A)-mit XC Y C K (K bezeichne ein Komplement von 
F(A) in A) fur ein XE ProjT(K) nach Wahl von A in b(T) (sogar in b,(b)) 
liegen: Man betrachte X _C HG Proj&K) und sehe H E Proj,,(A)! 
7.7 LEMMA. % E H geniige folgenden Bedingungen: 
(i) C E c&x) 3 C $ ~pQ~cD(%) fiir alle p # q; 
(ii) Q(S?P) = b(?D). 
Dann gilt u(s) = b(3). 
Beweis. Wir fiihren die Annahme, die Behauptung sei falsch, zum Wider- 
spruch. Hierzu werde A E u(X) - b(s) von minimaler Ordnung gewihlt. 
K sei ein Komplement von F(A) in A, X G Proj&K), X also ein 3-Projektor 
von A. 
Bezeichnet p den Primteiler von 1 F(A)I, so folgt aus 2.9 XE ~~R,,c~($“). 
Gem33 (ii) und 7.6(b) diirfen wir A E %t^ p annehmen. Insbesondere gilt 
Q(A) n b,(X) = @. Da A (und dann such K) eine Faktorgruppe aus b(X) 
besitzt, existiert eine X umfassende, maximale Untergruppe U von K mit 
K/Core,(U) E b,(X) f” ur ein q # p. Folglich gilt U = X Core,( U) mit 
X/X n Core,(U) z lJ/Core,( U) E Proj&K/Core,( U)) _C c,(LEJ. 
Dies zusammen mit XE 9p~~o~,(X) widerspricht (i). 
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7.8 KOROLLAR (Hawkes [4, 3.31). T E H geniige folgenden Bedingungen: 
(i) C E c&T) - C & ~DQR&(%) fib alle p # q; 
(ii) [ b,(%)( < 1 fiir alle Primzuhlenp. 
Dann gilt a(X) = b(s). 
Beweis. Urn das vorangehende Lemma anwenden zu kijnnen, miissen wir 
nur noch Bedingung (ii) aus 7.7 nachweisen. Diese gilt aber, da fiir b,(x) + @ 
die Schunckklasse 3~ wegen b(%p) = bp(T) nach (ii) und 7.5(a) maximal ist 
und wir fiir maximale +Y im Beweis von 7.5(a) a(@) = b(Y) gezeigt haben. 
Wir geben noch ein Beispiel fiir 3 EH mit a(%) = b(s) = b,(E) und 
1 b(Z)\ E N beliebig an. Urn die Uberprtifung von a(%) = b(s) zu vereinfachen, 
schicken wir dem Beweis ein Reduktionslemma voraus. 
7.9 LEMMA. Sei A ein Element kleinster Ordnung von a(%) - b(s). K be- 
xeichne ein Komplement zu F(A) in A, X einen %-Projektor von K und p den 
Primteiler von 1 F(A)\. Dunn gelten: 
(a) Ist % einep-E-Klasse (siehe 4.1) und V eine maximale Vntergruppe von K 
mit X C V, so ist Corex( V) E Yat und V E YDYDj . 
(b) Besitzt dariiber hinaus jedes C E c=(T) keinen Huuptfaktor M/N mit 
(C/C,(M/N)) (M/N) E b(Z), so ist X maximale Vntergruppe von K. 
Beweis. (a) Wie schon in friiheren Beweisen sehen wir V E 5fP~~,~,(LiY). 
Fiir p-E-Klassen 3 ist c,(X) C YT, . Es folgt V E Y$YD, . Insbesondere ist 
O,(V) n CoreK( V) eine normale p-Sylowgruppe des Normalteilers Core,(V) 
von K, also selbst normal in K. Jedoch gilt O,(K) = 1, da K den einzigen 
minimalen Normalteiler F(A) von A komplementiert. 
(b) Die durch f (3) = {G 1 (G/C,(M/iV)) (M/N) E 2” fiir alle Hauptfak- 
toren M/N von Gj definierte Gruppenklasse ist nach [7, Hilfssatz I], die gr%te 
in ?T enthaltene Formation. 
Sei nun U eine X enthaltende maximale Untergruppe von K. Wie im Beweis 
von (a) festgestellt wurde, ist V E 9TP~~,g,(%J und unser Bedingung an c,(x) 
liefert c,(Z) C f (%). Somit gilt V/O,(V) E f (%) C g, insbesondere U = 
X0,(V). DemgemaR ist X eine p’-Hallgruppe von V, erst recht also den p’- 
Normalteiler (s. (a)) CoreK(V). Aber V/Core,(V) E c(Z) C 2Z erzwingt V = 
XCoreK(V) = X. 
7.10 BEISPJEL. Seien n, c E N, p, q zwei Primzahlen, und PI ,..., P, p- 
Gruppen mit zyklischem Zentrum und cl(P,) = c fiir i = l,..., n. Da eine 
p-Gruppe genau dann einen irreduziblen, treuen Modul iiber GF(q) besitzt, 
wenn ihr Zentrum zyklisch ist, kiinnen wir solche ModulnQ, ,...,Qn fiir PI ,..., P, 
finden. Wir setzen jetzt b(X) = {P,Q, ,..., PnQnj und haben dadurch eine 
Schunckklasse X mit a(x) = 6(3?) = 6,(s) definiert: 
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Wir nehmen das Gegenteil an und wahlen A E u(X) - b(x) kleinstmoglich. 
Da 9 den Voraussetzungen unter (a) und (b) in 7.9 geniigt, ist ein %-Projektor X 
eines Komplementes K von F(A) maximale Untergruppe von K, und wir 
diirfen etwa K/Core,(X) E PrQ, annehmen. Wie iiblich ergibt sich 
x E qQl{P, ,a.., P,}, aber X/Core,(X) e Pr und Core,(X) e yb, (s. 7.9(b)) 
erzwingen bereits, dal3 X eine p-Gruppe der nilpotenten Klasse c ist: 
x E R@{Pl )..., P,]. 
Zur Abkiirzung definieren wir C = Core,(X) und behaupten 
[C, Ql = 1 fiir Q E Syl,(K): 
In der Tat ist nach dem oben Gezeigten C E ya und QCjC der einzige 
q-Hauptfaktor von K. Es reicht daher aus, K/C,(S/T) E yQ, fiir alle K-Haupt- 
faktoren unterhalb C zu zeigen. Ware dies jedoch nicht der Fall, so gibe es 
einen solchen Hauptfaktor S/T derart, daB P,Q, E (K/C,(QC/C)) (SC/C) eine 
Faktorgruppe von K/C&(&‘/T) ist, und man folgerte leicht, daR die primitive 
Gruppe (K/C,(S/T)) (S/T)p-Sylowgruppen der Klasse mindestens cl(P,) + 1 = 
c + 1 hatte. Dem steht entgegen, daR die p-Sylowgruppen dieser Gruppe in 
der von den p-Sylowgruppen von X erzeugten Formation und damit inder 
Formation aller p-Gruppen mit Klasse kleiner oder gleich c liegen. 
[C, Q] = 1 hat aber 1 # Q a K zur Folge, entgegen der Annahme, dal3 
K einen irreduziblen, treuen Modul F(A) iiber GF(q) besitzt. 
Es ist eine offene Frage, ob Beispiele wie das in 7.10 existieren, wenn man die 
zusatzliche Forderung b(g) # b,(Z) fiir alle p stellt: 1st also 7.7(i) eine not- 
wendige Bedingung fiir u(Z) = b(Z) ? 
Wir schlieBen mit einem Anwendungsbeispiel fur 7.7/7.8: 
Dann stimmen 55” and %’ iiberein. 
Beweis. Zuerst zeigen wir 1 b(s)/ = 1, falls S # g. 
Dazu werde etwa b(3) = {B, / i EIJ mit i I 1 3 2 und B, & B, fur i # j 
angenommen. Mit Zi = h{B,} gilt dann wegen b(%“,) = {Bi} C b(Z) C a(X)- 
also 3 < ZZZ += 5?--nach (i) ?4’ < yZ # og, d.h. {B,} = b(%“J C u(“Z). Mithin 
ist b(3) = UZel {B,} C a(g), und dies wiederum bedeutet g < F. Offenbar 
folgt der Widerspruch 3 = IL!/. 
Weiterhin %” # ?/ annehmend haben wir daher b(F) = {X> und b(i/?J) = {Y). 
Wir betrachten zuerst den Fall eines nichtzyklischen X. Es werde eine nicht- 
zyklische Gruppe 2 mit einer zu 1 X j / Y 1 teilerfremden Ordnung gewahlt; 
auBerdem sei 2 primitiv. Wir setzen B durch b(Z) = (X, Z} fest, was nach 
Wahl von 2 miiglich ist. Mit b(.%“) = {X} C b(Z) C a(Z) foIgt % # %” < %%, 
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nach (ii) somit %’ # B <g und {Y> = b(g) _C a(%). Andererseits zeigt 7.8 
a(Z) = b(Z). Insgesamt erhalten wir YE (X, Z} entgegen X # Y # 2. 
Aus Symmetriegriinden haben wir nur noch den Fall b(x) = {Z,}, b(g) = 
{Z,} auszuschlieDen. Aber offensichtlich gilt mit % = pa und g = gQ zwar 
9? # yq Q %, nicht jedoch yq Q g. Folglich kijnnen (i) und (ii) nur im Fall 
3 = g erfiillt sein. 
8. KOMPLEMENTE IM SCHUNCKKLASSEN-VERRAND 
Blessenohls Bildung des Erzeugnisses (3, %) zweier Schunckklassen .5? und g 
gestattet gemeinsam mit der Relation des starken Enthaltenseins auf der Klasse 
H aller Schunckklassen die Einfiihrung einer Verbandsstruktur fiir H. Wir 
fassen in der folgenden Definition die hierbei wichtigsten Tatsachen zusammen 
und verweisen fur nahere Einzelheiten und Beweise auf [4, Sektion 11. 
8.1 DEFINITION. (a) Sei .%, g EH. Dann wird durch (3, g) = {G 1 G = 
(X, Y) fur alle X ~Proj.&G) und alle YE Projq(G)} eine Schunckklasse 
definiert. 
1st G irgendeine Gruppe, so besteht Projcx,g,(G) gerade aus den minimalen 
Elementen der Menge ((X, Y) 1 X E Proj%(G), Y E Projg(G)>. Entsprechendes 
trifft auf beliebige Teilmengen {xZ 1 i ~1} von H statt {.%, g} zu, wobei 
<xi ( i E 1) in naheliegender Weise definiert wird. 
(b) Durch~vv==~“,g~und~t^h=((%“EHI~“~,%”~gY) 
wird H zu einem Verband. Die in (a) angegebene Beschreibung der Projektoren 
zu Erzeugnissen von Schunckklassen zeigt sofort 3, Oy < % v  g und 9” A g < 
3, g. 
Schon die Definition la& erkennen, daB sich das Supremum X v  ‘~9 zweier 
Schunckklassen Z”, 9’ leichter handhaben la& als ihr Infimum ?Z A @. Hawkes 
gibt deshalb in [4, Sektion 21 eine Beschreibung von b(% A g), deren allge- 
meiner Hintergrund hier erlautert werden ~011; Ziel ist ein kurzer und formali- 
sierter Beweis von Hawkes’ Ergebnis (das wir geringfugig variieren). 
8.2 DEFINITION. Sei .%9 _C 9( ={G E .9 - 9 / G primitiv}). g0 = LZ+~ setzend, 
werde fur i > 0 rekursiv definiert: 
ai+l = {(XjC,(V))V / H C X C K C G = KF(G) E Bi , NE Projh(a,)(K), 
V X-Kompositionsfaktor von F(G)}. 
Dann bilden die g’i eine aufsteigende Kette von Klassen primitiver Gruppen, 
deren Vereinigung @“j also a umfal3t. Damit folgt (a-)” = 9’ aus (Bm)i c z%~, 
was nach Konstruktion von L%* gilt: ist namlich KC B = KF(B) E ~3~ , so ist 
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ein h(a!“)-Projektor von Kwegen b(h(@)) _C g’z = vi+, gi mit SYO C g1 C ... C 
S+ gr68er als ein h(SY’,)-Projektor2 fur geeignetes m E N, 0.B.d.A. m = n. 
8.3 LEMMA. Fiir 2 E H, 93 C B impliziert a C a(S) bereits ~39~ C a(Z). 
(Insbesondere hat man daher a(~?‘)~ = a(S); es gilt aber such b(Z)” = b(S), 
wie man wegen h(b(x)) = S sofort der Definition 8.2 entnimmt.) 
Beweis. Durch Induktion nach i wird LB{ _C ~(9) fiir alle i > 0 gezeigt, 
wobei der Induktionsanfang i = 0 in der Voraussetzung des Lemmas steht. 
Mit 9Yi C a(Z) folgt b(h(gi)) C ~59~ 2 a(S) (vgl. [4,2.6]) und somit Y? < h(gli) 
nach Doerks Kriterium fur starkes Enthaltensein. Zu B, E .gi+, gibt es nun ein 
B E a9, mit BI z (X/C,( V/W))( b7/ W) z XV/C,( V/ W) W, wobei X Unter- 
gruppe eines Komplementes K von F(B) ist, einen h(g!,)-Projektor H von K 
enthalt, und V, W X-invariante Untergruppen von F(B) mit X-irreduziblem 
V/W sind. Da wegen S < h(g’,) der h(aJ-Projektor H von K schon einen 
&‘-Projektor H, von K enthalt, der aufgrund von B E a(S) sogar z-Projektor 
von B ist, liefert H,C,( V/ W) W/C,( l/i W)W < SW/C,( V/ W) W mittels der 
oben angegebene Isomorphie BI E a(Z). 
8.4 LEMMA. Fik ~3 C B ist A? c a(h(33)) gleichwertig mit GP n h(g) = 0 
Insbesondere Iiefert 8.2 ~8% C a(h(@)). 
Beweis. Mit g C a(h(@)) ist nach dem vorhergehenden Lemma such 
.S= C a(h(@), und dann natiirlich aa n h(a) = o . 
Umgekehrt sei ?@ n h(g) = o . 1st B E @, so hat ein h(g)-Projektor von B 
die Gestalt XV mit X E Proj,(&K) fur KC B = KF(B), und mit X-invarian- 
tern VC F(B) (vgl. 9.2). 1st V # 1, so existiert ein X-Kompositionsfaktor 
V/W von F(B). Es ergibt sich der Widerspruch 
(X/C&( V/ W)) (V/W) E ~53~ n a(XV) C (?Bm n h(a) = fl, 
Also mu0 I’ = 1 und XV = XC K gelten, so da8 g _C a(h(S?)) folgt. 
8.5 SATZ (Hawkes [4, Theorem A]). Fiir 37, ??I E H gilt 
ST- A Y = h((b(9) u by?))“‘), 
oder, damit gleichwertig, 
b(S?” A ‘Iv) = b(h((b(%) u b(g))=)) bzw. b(X A O!) C (b(S) u b(g)= L a(%- A 97). 
Beweis. Wir setzen .% = (b(E) u b(?Y))m. Nach 8.2 und 8.4 gilt dann 
b(S) u b(g) C 93 = ~‘3% C a(h(P)) = a(h(@), somit h(a) Q ST und h(S?) < 
2 Man beachte 2.3 und b(h(B*)) = {GE B+* j 1 # N a G * G/N $9?*} (was hier die 
Implikation “B E b(h(Bm)) n 8, =j. B E b(h(.gJ) fiir alle s > r” liefert). 
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%; zusammengefal3t: h(g) < 2X A ?Y. Ferner ist offenbar b(9) u &?!I) C a(% A ?Y) 
womit 8.3 sodann L&? = (b(X) u Zr(CY))m C a(% A @Y) zeigt. SchlieRlich erhalt man 
b(h(a)) c B c a(% A %‘), d.h. 3 A %’ < h(g). Insgesamt folgt L2” A %’ = h(g). 
Das Hawkessche Theorem bleibt such noch richtig, wenn b(s) u b(g) durch 
a(%‘) U a(??) oder durch irgendeine der Klassen zwischen diesen beiden ersetzt 
wird. 
Mittels der soeben angewandten Methoden iiberlegt man sich such leicht, 
daB die Gruppenklassen zwischen 6(s) und a(%) (% EH) genau diejenigen 
sind, an denen man alle % involvierenden Relationen des starken Enthaltenseins 
ablesen kann: 
8.6 SATZ. (a) Wir de$nieren fiir X E H eine Fumilie van primitiven Gruppen- 
klussen a(Z) uls (a C B 1 b(H) C .% C u(s)>. D unn sind fiir zwei Schunckklassen 
Z? und 3” die folgenden Aussugen iipuivulent: 
(i) 2<X; 
(ii) Es gibt ein 9Yx E 9?(T) und ein 23~ E J%(P) mit gx C J%‘H ; 
(iii) Zu jedem gx E 3(T) gibt es ein (eventuell von 9y abhiingiges) 
C3?2 E C%‘(Y) mit gx C $3 ; 
(iv) Fiir einljedes %T E L?@X) gilt .%?I C a(X). 
(b) Genau dann ist 93 C a(h(99)), wt=nn aus b(s) _C a stets h(g) < 2 folgt. 
(c) Aus 39 2 u(Z) folgt stets 2 < h(B). 
U.A. die in 8.5 dargestellte Beschreibung von b(!Z’ A CY) ausnutzend, kann 
Hawkes in [4] zeigen, daf3 zu S E H stets (mindestens) ein g E H mit 9” A ?Y = 9 
und X v  dY = .Y exist&t, H also ein komplementierter Verband ist (9 ist 
selbstverstandlich das kleinste, Y das gr6Bte Element von 2). Da der Haw- 
kessche Beweis dieser Aussage au8erst langwierig ist, sol1 hier ein kiirzerer 
Beweis dargelegt werden, der zugleich in einigen Teilen iiberschaubarer ist. 
Wir beginnen mit der Betrachtung des Infimums zweier Elemente 2”, d% 
von H. Offenbar ist 9 A g = 9 gleichwertig mit {Z, j p prim} c (b(F) U 
b(%‘))r, denn liegt eine Gruppe von Primzahlordnung in a(%) fur ein 2’ E H, 
so liegt sie bereits in b(Z). Wir werden zur Konstruktion eines Komplementes 
fiir vorgegebenes S EH durch Angabe von b(Y) ein g EH so bestimmen, 
daB (Z, 1 p prim} C (b(Z) u b(9Y))m aus trivialen Griinden gilt. Hierin liegt der 
wesentliche Unterschied unseres Ansatzes zum Hawkesschen Vorgehen. 
WHhrend Hawkes die zyklischen Gruppen von Primzahlordnung zum Teil in 
den Klassen (b(X) u b(CY))n mit beliebig groBem n suchen mu@ werden wir die 
iterative Beschreibung von b(X A “J) umgehen und unsere Untersuchung von 
3 A %’ auf das folgende Kriterium beschranken, das uns such an anderer 
Stelle in dieser Arbeit noch von Nutzen sein wird: 
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8.7 LEMMA. Ist~!_C,GE~undX=XO--CX~--C...C~Yn-lCX~=G= 
X,-,F(G) mit Xi/Core,i(Xi-,) E LJYm fiir i = I,..., n sowie V ein X-Komposi- 
tionsfuktor von F(G), so ist (X/C,(V)) I’ E gw. 
Eine solche Kette von Untergruppen lii,at sich zu XC G E B immer dann j&den 
wenn nuy X = Y0 _C ... _C Y, = G mit Yiel E Projx-,(YJ und b(TJ _C 2Ym fiir 
i == l,..., m gilt und X in einem Komplement von F(G) liegt. 
Beweis. Die Behauptungen ergeben sich leicht aus 8.2-8.4, und zwar unter 
Benutzung elementarer Eigenschaften von h(@)-Projektoren. 
Die Bedingung X A (?!/ = 9 fiir gegebenes X EH ist durch geeignete Wahl 
von b(g) leicht zu kontrollieren, wenn man 8.7 mit GE b(g), X,-r = X, E 
Projy(G) und X E Projs(X,) verwendet (s.u.). Deshalb orientieren wir uns 
zur Konstruktion eines Komplementes g zu X an einem miiglichst einfachen 
Nachweis von X A g = J und verlagern den Hauptteil der Arbeit auf die 
Erfiillung der Bedingung X v @ = Y. Was hierzu zu leisten ist, sagt uns das 
folgende Lemma. 
8.8 LEMMA. X v  g = Y ist iiguivalent mit a(S) n a(tiY) = m. 
Beweis. Dies folgt sofort aus a(X) n a(V) = a(X v Y) (s. 2.6). 
Zur Anwendung von 8.8 auf die Bestimmung eines Komplementes ?/ zu X 
werden such wir, einer Idee von Hawkes folgend, g so wiihlen, da13 u(g) = 
b(g) gilt. Dartiber hinaus wird b(“Z) derart konstruiert, dal3 fiir alle p E: ~(3) 
die Klasse b,(g) aus genau einem Element B, besteht und alle anderen b,(g) 
leer sind, wobei zusatzlich fur einen X-Projektor X, eines Komplementes von 
F(B,) der X,-Modul F(B,) einen trivialen Faktormodul enthllt. Dies sichert 
einerseits dievoraussetzung von8.8, andererseits gleichzeitig 2, E (b(X) u b(Y))” 
fur alle p E x(X) nach X.7! Fiir alle p $ x(X) ist wegen 2, E 6(X) ohnehin such 
2, E: (b(X) u b(%))m. 8.8 und unsere Vor- und Nachbemerkungen zu 8.7 zeigen 
dann X v g = .40 und X A g = 9, und wir sind fertig. 
8.9 SATZ (Hawkes [4, Theorem B]). Der Verbend H ist KompZementiert. 
Beweis. Sei X E H - {y, y}. Wir finden ein Komplement ?Z4 zu X in H, 
und zwar zuerst in zwei Sonderfillen: 
(1) Es gelte b(X) = b,(X) f” ur eine Primzahl p. Dann haben nach 2.7 die 
X-Projektoren X jeder Gruppe Gp-Potenzindex in G. Folglich gilt G = XG, = 
(X, G,) E (X, yp). Ferner ist X A $, = 9, da yD nur die Schunckklassen 9 
und yp umfa&, aber yp nicht stark in X enthalten ist (2.7). 
(2) Es gelte X = g,, fiir eine Primzahlmenge r. Dann ist G = 
Os(G)G,, E (X, pn> fur alle Gruppen G sowie 9$ A ym C g,, n Yn = 9. 
136 PETER F6RSTER 
(3) Nun liege keiner der Falle (1) und (2) vor. Dann enthalt b(X) eine 
nichtzyklische Gruppe B$ = eO,(B*,) E b,(9) (X,” E Projr(B$)), auI3erdem 
eine Gruppe B$ = X$O,(B$ E b,(T) (g E Projx(B$)) fur eine zweite 
Primzahl q. 
Wir schreiben p, = p, p, = q und x(z) - (p, q} = {pa, p, ,...} (p und q 
liegen natiirlich nicht notwendig in x(x)). Sei J = (i E fi! 1 p, E x(S)>. 
Wir setzen fiir alle n E (1, 2) u J fest H, = (Bg x -;1* x Bg) x Xz und 
finden mit 1.8 und 1.9 (Soc(B$ x ... x B*,) = F(B$) x ... x F(B$) mit wegen 
B$/C,$F(Bz)) # 1 paarweise nicht (B$ x . .. x B$)-sisomorphen minimalen 
Normalteilern F(Bg) beachtend) einen irreduziblen, treuen H,-Modul U, 
iiber GF(q) derart, daD die Einschrankung von U, auf 2, = (X,” x ... x Xf) x 
X,* (dies ist ein %“-Projektor von H,) einen Faktormodul r/,/un besitzt mit 
[Un,Pp x ‘.. x X$]CiTn, auf welchem X$ wie auf O,(Bz) operiert. Ein 
%-Projektor von K,, = H,,U, hat dann die Gestalt Z,on mit Ltn $ 0, C U,, = 
Soc(K,), denn wir hatten X,*( U,/un) g B,” E b&5?) gewahlt. Insbesondere 
umfaDt Z,r?, nicht den einzigen minimalen Normalteiler U, von K, , weshalb 
wir gamed 1.9 einen irreduziblen, treuen K,-Modul V, iiber GF(p) mit Z,c,- 
Teilmodul vti so finden kiinnen, darj 
sowie (Zn~n/Cz,~,( Vn/pG)) (V,/vn) s B, E b,(z) gelten. Damit sehen wir, 
L, = K,V, setzend, wie zuvor die Existenz eines irreduziblen, treuen La- 
Moduls W, iiber GF(p,) mit [W, , Znt?nFJ, C W, fiir n 3 2 ein, wobei 
Z,UnpQ E Proj&L%) und v,, _C rn der in V, liegende Teil dieses %-Projektors 
sei, beziehungsweise fur n = 1 die Existenz eines irreduziblen, treuen L,- 
Mod& WI i.iber GF(q) mit Z,U1plml E Projz(L,W,) fur ein @r C W1 . 
Wir setzen fiir n > 2 BPn = L,W,& und D = L, WI . SchlieDlich finden wir 
ahnlich wie zuvor einen irreduziblen, treuen D-Modul T iiber GF(p,) mit 
[T, Z,~l~l’,l] C T und bilden BP1 = DT. 
Die Voraussetzungen von 7.8 sind nun erfullt: Sei i E (1, 2) u J und 3 < 
j E J - (Q. Die Annahme B,t/O,I(B,,) E OP3~~,,(Bg,/OP3(BPt)) hat Ki E QR, 
{Kj> zur Folge. Mittels des Jordan-Holder-Satzes sieht man daher leicht, da13 
K, einen zu U, isomorphen q-Hauptfaktor S mit K,/C,1( S) z Kz/Clil( Ui) r Hi 
besal3e. Wegen K,/C,,(U,) s H, * Hi und (K,/U,)/O,~(K,/U,) E o(Zj} = 
Q{x$ x ... x X$ x Xz} bliebe nur die Moglichkeit offen, dab S bereits 
Hauptfaktor von X$ oder von X,” ist. Doch such dies ist unmijglich, wie ein 
Vergleich von j Xz 1 und 1 X$ 1 mit 1 K,/C,I(Ui)l = 1 H, ) zeigt. Mithin ist die 
Annahme, die Voraussetzungen von 7.8 seien fur solche Paare (i, j) falsch, zum 
Widerspruch gefiihrt. Durch eine analoge oberlegung Ia& sich such der Fall 
j E {I, 2) behandeln. Also gilt die Voraussetzung von 7.8 insbesondere fur alle 
(i, j) c J x J mit i # j. 
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Zum Abschlulj des Beweises setzen wir b(g) = {BSi 1 i E J}, stellen mittels 7.8 
a(g) = b(g) fest und haben ein Komplement 9’ zu X in H gefunden, wie 
unsere Bemerkungen nach 8.8 zeigen. 
8.10 KOROLLAR. Bezeichnet K(Z) fiir 3 E H die Klasse aller Komplemente 
von 9? in H, und ist d von 9 und 9 verschieden, so gelten: 
(a) Es existieren gr und g2 aus K(Z) mit g1 v  g2 = 9’. Insbesondere 
enthalt K(S) kein (bzgl. Q) eindeutig bestimmtes maximales Element. 
(b) Das Infimum aller Elemente von K(Z) ist i.A. von 9 verschieden, doch 
exist&-en Schunckklassen 3 derart, daB dieses Injimum mit 9 iibereinstimmt. 
Beweis. (a) Wir nehmen die gleiche Fallunterscheidung wie im Beweis von 
8.9 vor, haben jetzt aber in den beiden ersten Fallen noch einige zusatzliche 
Uberlegungen anzustellen. 
(1) Sei b(X) = b,(Z) # {Z,} f” ur eine Primzahl p. Wir wahlen irgendeine 
von 2, verschiedene Gruppe B = X0,(B) aus b(3). Dabei werde B mit 
XE Ya, gewahlt, falls eine solche Wahl mijglich ist. 
Wir betrachten nun die Menge ~23’~ aller primitiven Ausschnitte S von X mit 
F(S) E ya, un d S/F(S) E p7, . Wir diirfen nun den Rand b(gl) einer Schnunck- 
klasse g1 als die Vereinigung von ~3~ mit $a = (2, j q # p prim} definieren. 
Dann ist a(%) n a(??JU,) = a,(%) n a,,(gr) = 0, also 9? v gr = Y. Ferner ist 
fur alle Primzahlen p # p die Gruppe 2, in b(gJ enthalten, also in b(9” A 9’J. 
Man uberlegt sich aurjerdem mittels der Konstruktion von ~3~ , da8 ein WV,- 
Projektor von X eine p-Gruppe ist. 8.7 liefert dann 2, E b(.% A %‘r), und wir 
haben gr E K(Z) gezeigt. 
Zur Konstruktion eines zweiten Komplements ga von X sei fur jede Primzahl 
q # p die Gruppe B, das semidirekte Produkt von B mit einem irreduziblem, 
treuem B-Modul V, iiber GF[q) mit der Eigenschaft [X, V,] C I’, , g sei die 
Menge all dieser B, . 1st X E Sp,, , so sei b(gJ = a’, andernfalls sei b(g2) die 
Vereinigung von g mit dem semidirekten Produkt YaV, einer p’-Gruppe 
yz fz J%,w- 9 mit einem irreduziblem, treuem Ya-Modul V, iiber GF(p). 
Aus 8.7 und der Wahl von ~4? _C b(%‘J ergibt sich 2, E b(9 A g2) fur alle p f p. 1st 
X E 5$, , so ist 1 ein (3 A %‘a)-Projektor von X, und eine erneute Anwendung 
von 8.7 liefert 2, E b(X A %a). 1st X $ yp, , so ist Y2Vp E b(gJ, und man sieht 
ahnlich 2, E b(F A g/,). Ferner gilt ~(2’) n a(l’Y,) = u,(T) n a,(tY.J. Urn 
einen Widerspruch zu erzielen, nehmen wir die Existenz einer Gruppe A E 
a,(Z) n a,(ga) an. Sei K ein Komplement von F(A) in A und YE Projg2(K). 
Dann gibt es eine Untergruppenkette Y = U,, C U, C ... C U, = K, wobei 
UZ-r maximale Untergruppe von U, ist und Ui/Coreuj( U,-J E b(gy,) gilt 
(i = I,..., n). Ware Ui/Corev,(Ui-J s BV, fiir ein q # p, so hatten wir wegen 
YE Projg,(U,) schon lJ,-r = Y Corecri( Uz-r), insbesondere bestie Y eine 
Faktorgruppe isomorph zu X. Jedoch gilt YE ~sROCD(gB) Z YD9&y , ein 
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Widerspruch, da X keine p-Gruppe ist. Folglich gilt fur i = I,..., n bereits 
lJi/CoreU,(Ui-r) g Y2V, . Definieren wir nun eine Schunckklasse ZT’ durch 
4%) = {YzV%J, so besagt das gerade Bewiesene A E a(s), aber 1 b(%“)[ = 1 
hat nach 7.5 (Beweis) schon u(s) = 6(Z) zur Folge. Mithin ist A s YzV, E 
q,(x). Da Ya E 9,) Q S ist, mu13 sogar Y2V, E 6(Z) gelten. Damit existiert 
eine Gruppe aus b(S) n z?$.??, , jedoch haben wir in diesem Fall b(%s) als 
b9(%s) konstruiert, ein endgiiltiger Widerspruch zu A E a(%.J. Es folgt @?) n 
a(%J= @,,v%g=Y. 
SchlieBlich ist %I v gz = 9, d.h. u(%r) n u(%J = @ zu zeigen. Jedenfalls 
gilt u(%r) n u(%J = u,,(%J n a,,(%,,), da b,(%r) leer ist. Sei A E u,(%J n 
u,(%J (q # 9). Die Klasse einer p-Sylowgruppe der eingangs gewghlten Gruppe 
X werde mit c bezeichnet. Wegen A E u,(gz) und b,(%s) = {BV,} enthalt ein 
%s-Projektor von A einen zu B isomorphen Ausschnitt. Es folgt cl(A,) > 
cl(B,) > cl(X,) + 1 = c + 1. Andererseits ist 9, Q %r , so da13 ein %r- 
Projektor Yr von A eine p-Sylowgruppe von A umfa8t. 2.9 besagt Y,/O,( Yr) E 
n,,c,(%I). Damit liegt einep-Sylowgruppe von YI in der von denp-Sylowgruppen 
der Gruppen aus cQ(%r) erzeugten Formation. Diese Gruppen sind jedoch p- 
Sektionen von X, die von ihnen erzeugte Formation besteht somit nur aus 
p-Gruppen der Klasse kleiner oder gleich c. Dasselbe wiirde also such auf A, 
zutreffen, ein Widerspruch zu cl(A,) > c + 1. Somit gibt es keine Gruppe 
A E u,j(%l) n a9j(%2). 
(2) Die Behandlung des Falles 3 = gT (einschlieBlich des Falles x = 
BP/ d.h. b(?2”) = {Z,}, d er in (1) vorlaufig ausgeschlossen wurde) fur eine 
Primzahlmenge ?T kann mit den Methoden, die im ersten Fall zur Anwendung 
kamen, durchgefiihrt werden, ist allerdings erheblich einfacher als die des ersten 
Falles und bleibt deshalb dem Leser iiberlassen. 
(3) Es liege keiner der FPlle (1) und (2) vor. %= sei dann das im Beweis 
von 8.9, Beweisteil (3) gefundene Komplement von %2^; %s werde genauso 
konstruiert wie %r , nur verwende man jeweils ein (2n)-faches direktes Produkt 
von Gruppen Bc statt eines n-fachen solchen Produktes (vergleiche Beweisteil 
(3) von 8.9 fiir die Einzelheiten und Bezeichnungen). 
Es gilt dann %r , gz E K(Z) nach 8.9, und wir haben %I v gz = 9: Die 
a(gvi) stimmen nach Wahl von b(gi) mit dem Rand von %4/i iberein, und wieder 
nach Konstruktion der b(gi) gilt b(%r) n b(%s) = ,@, woraus offenbar u(%J n 
u(%J = 0 folgt. 
(b) Sei Z? = YDf . Dann ist 9, E K(T) stark enthalten in jedem % E K(Z): 
ya < % heiI3t nach 2.7 gerade bp(%) = .@, und dies mu13 fur % c K(9) stets 
erfiillt sein, denn eine Gruppe aus b,(g) liegt in u(Y~,) n b,(g) C ~(22”) n 
u(%) = Gf. 
p,, p, undp, seien drei verschiedene Primzahlen,Xj sei das semidirekteprodukt 
von Zp, mit einem irreduziblem, treuem Z,z-Modul tiber GI;(p,) und B, sei 
eine primitive Gruppe mit F(B,) E $,, sowie B,/F(B,) g Xi (i = 1, 2). Setzt 
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man WV = 14 , B,), so ist I eine Schunckklasse mit u(T) = b(X) (nach 7.8). 
Z@Yr) bestehe aus Zs, und allen Gruppen Z,zV, , wobei V, fiir simtliche 
q # p, , pa einen irreduziblen, treuen Z$, -Modul iiber GF(q) darstelle. Analog 
sei b(YJ definiert, aber mit vertauschten Rollen von p, und p, . 
Wie iiblich iiberlegt man sich dann unter Verwendung von a(%) = b(l) 
zuerst Yvi E KY(%) und danach +Yr A %‘a = 9. 
(Es sei vermerkt, da8 durch eine geringfiigige Variation der Bildung der Rander 
sogar gJ, v +Yz = Y erreicht werden kann, so daD je zwei der drei Schunck- 
klassen 3, ?Y1 und %Yz komplementar sind.) 
Sowohl die im Hawkesschen als such die in unserem Beweis von 8.9 ge- 
fundenen Komplemente einer Schunckklasse sind in keiner Weise “kanonisch.” 
So liefern etwa diese Beweise i.A. zu einem durch die Beweiskonstruktion ge- 
fundenem Komplement g eines SY E H zu ?Y ein von 3 verschiedenes Komple- 
ment. Eine befriedigendere Losung erfahrt das Problem kanonischer Komple- 
mente fiir gesattigte Formationen. Wir wollen unsere weiteren ijberlegungen 
hier dieser Frage widmen und bezeichnen dazu mit F die Klasse aller gesattigten 
Formationen. 
8.11 LEMMA. Seien 3$ , s2 E F. Genau dann ist gl v  % = .Y wenn es 
eine Primxahlmenge T mit 9=3 = 4 und sP,,& = g2 gibt. 
Beweis. Offensichtlich erzeugen zwei Schunckklassen F1 = Y=sr und 
S2 = YTG$ ganz Y. 
Umgekehrt gelte 4 v sa = 9. Wir wollen die Annahme der Existenz 
einer Primzahl p mit 5$% # 6 und YD& # 6 zum Widerspruch fiihren. 
Dies geschieht in mehreren Schritten: 
(1) Existieren fiir i = 1, 2 primitive Gruppen G, E &e--e mit 
Z(G,/O,(G,)) = 1 f’ ur mindestens ein i E { 1,2} und G,/Z(G, mod O,(G,)) $ q(p) 
falls Z(Gj/Op(Gj)) # 1, so la& sich der gewtinschte Widerspruch erzielen; 
Gleiches gilt, falls die G,/O,(G,) p,-Gruppen fur zwei verschiedene Primzahlen 
pi sind: 
Wir setzenF, = G,/O,(G,) und f assen Vi = O,(G,) als irreduziblen, treuen 
F,-Modul iiber GF(p) auf. Sei 6’ ein irreduzibler F-Teilmodul (F = Fl x F,) 
von V, @ V,, wozu dieses GF(p)-Tensorprodukt in natiirlicher Weise als 
Modul fiir Fr x F, angesehen werde. Wir setzen L, = Fl x HI E ProjFl(F) 
mit Hr C F2 . Es sei W, einL,-Kompositionsfaktor von V, also such von V, @ V,. 
Zuerst werde der Fall Z(F,) = 1 betrachtet. Da (WI), in eine direkte Summe 
von treuenF,-Moduln V, zerfallt, gilt CLl( W,) n Fl = 1, also mitL, = Fl x IfI 
schon CLl( WI) C Z(F,) x Hi = Hr . Insbesondere enthalt L,/C,I( WI) eine zu 
Fl isomorphe Faktorgruppe, eine Faktorgruppe nicht aus e(p) (der vollen und 
inklusiven lokalen Erkllrung von g1 an der Stelle p). 
Dieselbe Behauptung gilt im Fall Z(F,) # 1, denn hier haben wir nach 
unserer Vorausetzung unter (1) entweder F,/Z(F,) $ q(p) und (wie zuvor) 
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CQ I&‘..) rZ(F,) x HI , oder die Fi sind p,-Gruppen mit p, # pa ; in diesem 
letzten Fall folgt C,l(W,) = 1 direkt aus 1.8. 
Jedenfalls gilt jetzt L, W, $ F1 , da sonst L&Q WI) in *i(p) enthalten ware, 
mithin such jede Faktorgruppe dieser Gruppe. Analog sieht man die entsprechen- 
de Aussage fiir L, = H, x F, c Proj,,(F) mit Hz C Fl , L,-Kompositions- 
faktoren W, von V und mit Fa ein. Diese Aussagen bedeuten aber nichts 
Anderes als 1 # FV E ~$9~) n a(&)- man beachte, da.0 V nach 1.8 treu fur 
Fr x F, ist, da Z(Fi) = 1 fur mindestens eines der i E {I, 2) gilt oder die Fi 
Gruppen teilerfremder Ordnung sind-im Widerspruch zu a(4) n a(S?J = o 
(nach 8.8 wegen 6 v  & = 9). 
(2) Fur i = I,2 wahlen wir primitive Gruppen Hi E Ya& - q mit 
mijglichst kleiner Ordnung von H,/O,(H,) aus. Dann gilt entweder H,/O,(H,) = 
1, oder H,/O,(H,) hat nur einen minimalen Normalteiler, namlich 
Soc(H,/O,(H,)): 
Andemfalls besgI3e diese Gruppe zwei verschiedene minimale Normalteiler, 
wobei die zugehijrigen Faktorgruppen in e(p) Iagen. Es ware dann aber such 
Hi E YpR,&(p) _C e entgegen der Wahl von Hi. 
(3) Wir betrachten Gruppen Hi wie unter (2) und Fi = H,/O,(H,) und 
behaupten: Es existieren Gruppen Gr und G, , welche den Vorausetzungen 
unter (1) geniigen, oder es gibt eine Primzahl q mit Fi E Yq - 4 fiir i = 1,2. 
Sei etwa i = I. 1st HI = 2, , so erfiillt Gi = HI die Voraussetzugen von (1). 
Dasselbe trifft im Fall Z(F,) = 1 such noch zu, wenn nur Fl # 1 ist. Im Folgen- 
den sei deshalb Fl # 1 und Soc(F,) C Z(F,), auflerdem sei zuerst Fl keine 
Gruppe von Primzahlpotenzordnung. 
q bezeichne den Primteiler von j Soc(FJ. Da nach (2) Soc(F,) einziger 
minimaler Normalteiler von Fl ist, gilt O,(F,) = F(F,). Nach 5.1 I(b) existiert 
nun ein treuer F,-Modul Vi iiber GF(q) mit der Eigenschaft Soc(U,) = 
W, @ . . . @ W, mit irreduziblen und paarweise nichtisomorphen F,-Moduln Wi , 
die such noch alle vom irreduziblen, trivialen Fr-Modul verschieden sind. Es ist 
aufgrund von CF1(F(F,)) c F(F1) = O,(F,) die Gruppe F,/O,(F,) in sI(q) 
gelegen, weshalb FlUI in Y&(p) _C 4 ist. Wir setzen jetzt G, = FIUIV, mit 
einem nach 1.9 existierendem irreduziblem, treuem Modul VI von FlUI iiber 
GF(p) und haben in Gr eine Gruppe gefunden, die den Voraussetzungen unter 
(1) geniigt. 
Dieselben Argumente fiir i = 2 wiederholend sehen wir, da8 wir fiir eine 
Anwendung von (1) geeignete Gi zumindest stets dann iinden konnen, wenn nicht 
beide Fi von 1 verschiedene Gruppen von Primzahlpotenzordnung sind. Sind 
jedoch die Fi pi-Gruppen fiir zwei verschiedene Primzahlen p, und p, , so ist 
mit Gi = Hi die Voraussetzung von (1) trivialerweise erfiillt. 
(4) Seien jetzt die in (3) definierten Gruppen Fi beide in Yq fiir eine 
Primzahl q enthalten und beide von 1 verschieden. Wir bilden F = Fl x F2 
und das semidirekte Produkt von F mit GF(p)[Fl. Wegen 1 #F, E $$ n Yq ist 
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H = F GF(q)[F] in der gesattigten Formation % enthalten (i = 1, 2). Da 
GF(q)[F] ein treuer F-Modul ist, haben wir Sot(H) C GF(q)[F], also istSoc(H) 
der einzige irreduzible F-Teilmodul von GF(q)[F]. Folglich besitzt H einen 
irreduziblen, treuen Modul -Cr iiber GF(p); nach Konstruktion der F, ist namlich 
q # p. Da HE < - q(p) gilt, ist HV eine Gruppe aus b(%). Es folgt der 
endgiiltige Widerspruch 
1 # HV E b(F1) n b(FJ C a(Fl) n ~(4) = i;!, 
und unsere eingangs gemachte Annahme war falsch. Damit ist das Lemma 
bewiesen. 
Im Folgenden bezeichne a(#) fur 3’ E H die Menge aller Primzahlen p mit 
YpP = A?. 
8.12 SATZ. Fiir 6 , Yz E F - (3, .9> sind tiquieralent: 
(i) Fl und Fz sind Komplemente zueinander (im Verband H aller Sclrunck- 
klassen); 
(ii) Es ist ~(4) u ~(9~) die Merge aller Primzuhlen, ~(62;) n u(4) = D 
und u(4) # o # u(e). 
Beweis. (i) 3 (ii): Aus 8.11 erhalt man, dal3 ~(9~) u u(3?J aus allen Prim- 
zahlen besteht. Wegen YO~~lc,)no(~z)~ = 3 (i = 1,2), d.h. 9C(F1)no(Fz) C 
6 A Fa (vgl. 8.1(b) und 2.7), muB u(q) n o(S2) leer sein. Ware u(e) = ~2, 
so folgte 9’ = YOcsjj,q = St;. fur {i, j} = [I, 2} nach 8.11 entgegen unserer 
Voraussetzung. 
(ii) > (i): Nach 8.11 gilt jedenfalls 9r v  9s = Y. Zum Nachweis von 
4 A sz = 3 definieren wir #i = x(&) - u($) fur i = 1, 2. Mit dieser 
Bezeichnungsweise gilt aufgrund des Lubesederschen Satzes und unserer 
Voraussetzungen iiber die auftretenden Primzahlmengen: 
Wir beweisen zunachst: 
(2) 1st YU(F,,(4 n %J # 4 n $a fur ein i, so gilt 9r A 6 C .C$,, mit 
i +je (1,2}. 
Sei etwa i = 1. Zum Beweis von (2) zeigen wir fur jedes p E I+%~ : 
(*) Es gibt eine Gruppe G E g1 - 9r(p) mit Z(G) = O,(G) = 1 und 
Sot(G) = Ml x ... x M, mit paarweise nicht G-isomorphen minimalen 
Normalteilern nir, von G, wobei fiir F, E ProjF%(G) der Durchschnitt von F, 
mit Sot(G) trivial ist. 
Bei bewiesenem (*) verliuft der Beweis von (2) folgendermafien: 
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Angenommen, es ware p 1 1 D 1 fur ein D E 4 A flZ und ein p E 1+5r . Wir 
kijnnen 0.B.d.A. annehmen, da8 D eine primitive Gruppe mit F(D) = O,(D) 
ist. Wir wahlen ein Komplement K von O,(D) in D und fassen I’, = O,(D) 
als irreduziblen, treuen Modul fiir Kiiber GF(p) auf. Fiir eine durch (*) gelieferte 
Gruppe G sei V, ein irreduzibler, treuer Modul iiber GF(p) derart, da8 (VZ)F, 
(mit F, E ProjF%(G) wie in (*)) einen trivialen Fa-Faktormodul besitzt. GemsiB 
unseren Forderungen an G in (*) existiert ein solcher Modul. Nach 1.8 ist wegen 
Z(G) = 1 ein irreduzibler Teilmodul V des (K x G)-Modules V, @ Va treu, 
(K x G)V daher eine primitive Gruppe, die aufgrund von K x G $3(p) in 
b(q) liegt. Ein (& A 9J-Projektor dieser Randgruppe hat die Gestalt K x G,, 
mit G,, C G. Wir diirfen sogar G, C F2 annehmen, denn K x G, liegt in einem 
se-Projektor von K x G. 
Wir haben nach Konstruktion von V’, nun [V, G,] C V, da V, = @V, , 
und V&V, G,], ein (K x G,,)-Faktormodul von V,,oO , ist zu einer direkten 
Summe von K-Moduln I’, isomorph. Wahlen wir irgend einen (K x G,,)-Kom- 
positionsfaktor Wzwischen [V, G,] und V, so ist deshalb ((K x G,,)/C,,,O( W))W 
zu k’I’l z D E q A & isomorph, liegt aber andererseits nach 8.7 in b(e A ZJ, 
ein Widerspruch. Danach ist (2) gezeigt. 
Nun zum Nachweis von (*): 
Bekanntlich ist mit 9r und 9a such 6 n & eine gesattigte Formation. 
Wegen unserer T’oraussetzung aus (2) (mit i = I) gibt es eine Primzahl 
q E a(.%), zu welcher ein X E (4 n 4) - (4 n 9$(q) existiert. Solch ein X 
wollen wir von minimaler Ordnung wahlen. Ferner existiert zu p E #r wegen 
$r n ~(4) = LZ ein FE 4 - e(p). Auch F werde minimal gew&hlt. Sot(X) 
bzw. Sot(F) sind minimale Normalteiler von X bzw. F. Bezeichne r den Prim- 
teiler von 1 Soc(X)l, s denjenigen von 1 Soc(F)l. Wir haben Y # q und s # p. 
1. Fall. X ist keine von 1 verschiedene r-Gruppe und es gilt s # q. In 
diesem Fall finden wir ahnlich wie im Beweis von 8.11 (Beweisteile (2) und (3)) 
eine Gruppe HE 3 n .5$ mit einem Normalteiler N, so daB H/IV= X, 
Z(H) = 1 und N> Sot(H) = W, x ... x W, mit paarweise nicht H-isomorphen 
minimalen Normalteilern Wi gilt. Ebenfalls analog zum Beweis von 8.11 
(Beweisteil (1)) ergibt sich die Existenz eines irreduziblen, treuen (H x F)- 
Moduls 17 iiber GF(q) mit der Eigenschaft, daB ein &-Projektor von G = 
(H x F)V den einzigen minimalen Normalteiler meidet. Wegen FE Q(G) ist 
G 6 q(p), aber wir haben G E Yq{X x F) C Yfll = 9r. WegenF E 9; - sl(p) 
und p E ~(6) kann F nicht die Einsgruppe sein. Daher ist G eine primitive, 
nichtzyklische Gruppe, insbesondere Z(G) = 1. Mit o(sl) 3 q f  p E #i hat G die 
unter (*) geforderten Eigenschaften. 
2. Fall. X ist keine r-Gruppe (insbesondere ist X # I), und es gilt s = q. 
Wir verwenden die im ersten Fall unter einer schwicheren Voraussetzung 
an -Ygefundene Gruppe H, urn G, = H x F zu bilden. Sei I’, ein irreduzibler, 
treuer H-Modul i.iber GF(q), I’, der projektive, direkt unzerlegbare F-Modul 
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iiber GF(q), dessen Radikalfaktormodul ein trivialer F-Modul ist, und sei 
schlieDlich I’ = V, @ I’, . Mit V, g @I’, und Vr g @V, , insbesondere 
Soc( VF) s @Soc( V,), sieht man leicht, daBSoc( V) g Soc( V,) @ Soc( V,) g V, 
(mit trivialer Operation von F) gilt. Wie im Beweis von 1.8 folgt aus (1 Soc(H)I, 
/ Soc(F)() = l-man beachte s = q # r-und der Wahl der V, die Treue von 
V als G,,-Modul. Hieraus wiederum erhnlt man fiir G = G,V sowohlSoc(G) C V 
als such Sot(G) = Soc( V). Mit zuvor schon mehrfach benutzten Argumenten 
beweist man jetzt, dal3 G den Bedingungen aus (*) geniigt, wobei X # 1 fur 
Z(G) = 1 verantwortlich ist. 
3. Fall. X ist eine r-Gruppe, aber von 1 verschieden. 
Sei H das semidirekte Produkt von X mit seinem Gruppenring iiber GF(r). 
Dann ist $(2(H)) = Sot(H) einziger minimaler Normalteiler von H und 
XE Q{H/Z(H)}. Man sieht nun nhnlich wie im ersten und zweiten Fall (je 
nachdem, ob Y kein Teiler oder Teiler von / Soc(F)I ist) die Existenz einer 
unter (*) geforderten Gruppe G ein, wobei sich F, n Sot(G) = 1 (in den 
Bezeichnungen aus (*) mit bereits im Beweis von 8.11 benutzten Argumenten aus 
X E Q(H/Z(H)) herleitet. 
4. Fall. Es ist X = 1 und s = q. 
Hier erfiillt G = F oder eine durch 5.11 gelieferte Erweiterung von 2, x F 
im Falle Z(F) # 1 die Forderungen aus (*), da Yq _C 3 und fll n F2 _C ,Yq, 
(wegen X = 1 nach Wahl von X) mit der lokalen ErklPrbarkeit gesgttigter 
Formationen Fs C YQ, implizieren. 
Die vier behandelten Fnlle schiipfen alle Miiglichkeiten aus. 
Damit sind (*) und (2) gezeigt. Durch den nachsten Beweisschritt wird der 
Beweis unseres Satzes vollstgndig. 
Da die Menge aller Primzahlen disjunkte Vereinigung von ~(4) und u($$) 
ist und p1 n gs # Y gilt, kann hijchstens fiir ein i E (1, 2) die Gleichung 
Ya~p,,(4 n SJ = q n Fs richtig sein. Sei 0.B.d.A. diese Gleichung fur 
i = 1 falsch. Nach (2) gilt dann 6 A FZ C Y& . 
Sei p E \L, . Eine Gruppe FE 3$ - 3Qp) ($ existiert gemlI3 der Definition 
von z,!LJ 1aBt sich unter Verwendung einer Primzahl q f u(St,) # u leicht zu 
einer Gruppe GE FZ - ,&(p) mit G/O,(G) E F so erweitern, daB G den 
Voraussetzungen von 1.9 geniigt, wenn man als Untergruppe eine #,-Hallgruppe 
von G betrachtet. Folglich existiert ein irreduzibler, treuer G-Modul V iiber 
GF@) mit [I’, GbZ] C V. Wie beim Beweis von 8.9 zeigt H = GV E b(T2) 
dann 2, E b(F1 A %J, da ein (F1 A $?J-Projektor von G in G,r,, enthalten ist. 
Insgesamt haben wir F1 A FZ C yjz n nsEs, YI, = y?*, n 9$,, gezeigt. Nach 
8.9 (Beweisteil (2)) gilt aber L$ n g+ = 9, und wir sind fertig. 
Fur F E F definieren wir KE(F) =” K(s) n F. 
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8.13 KOROLLAR. Sei R E F - (3, 9}. 
(a) Genuu im Fall u(.9) # a ist KF(F) # U. 
(b) Sei u(F) # @. Dann ist 90(F)< E Kp(S), und es gilt YO(i,, < z fiir 
alle S? E KF(S), d.h. KF(9) besitzt ein eindeutig bestimmtes minim&s Element. 
Ein eindeutiges maximales Element existiert in 1;‘F(F) nicht; es gilt vzelmehr 
da fiiy alle Gruppen G die gesiittigte Formation ~o(~)f{Q~, E@}(G) in KF(S) 
liegt-man beachte hier, daJ fiir p E a(F) niemals f9TP < Ym~9),{~~,, , E@}(G) 
gelten kann. 
8. I4 Bemerkungen. (a) Sei 2 E H, p eine Primzahl. Genau fiir q = p sei 
b,(X) leer. Ferner gelte b(S) C L?~, , und b(S) enthalte eine nichtzyklische 
Gruppe. Offenbar gilt dann a(&‘) = (p}, jedoch ist yp, 6 K(S): 
Zwar gilt X v  Sp,, = 9, doch ist X A p,, # 9: Man iiberlegt sich namlich 
mittels des vorher erlauterten Hawkesschen Verfahrens zur Berechnung von 
b(X A ‘Y) sofort, da13 
b(Z A L?,,) = b&P A LQ) u b&P A 9?/) mit b&f? A L?/) = b(Z) 
ist (und b&P A 5$,,) aus gewissen Gruppen aus b(,VP,) besteht-doch Letzteres 
wird hier nicht benotigt). Folglich enthalt b(X A y,,) eine nichtzyklische 
Gruppe (aus b(Z)) und ist von b(9) = (2, 1 p prim) verschieden. 
8.12 la& sich daher fur beliebige Schunckklasse anstelle gesattigter Forma- 
tionen in keiner Weise verallgemeinern: Die in 8.12 (bzw. 8.11) angegebenen 
notwendigen Bedingungen fiir YE K(9) (bzw. X v  “Y = 9) sind fiir Schunck- 
klassen i.A. such nicht mehr notwendig, was man beispielsweise an 8.9 abliest. 
(b) Wir haben im Beweis von 8.12 (Beweisteil “(ii) + (i)“) zum Nachweis 
von FI A Fs = 9 wesentlich davon Gebrauch gemacht, da8 eine zu 4 v  Fs = Y 
Hquivalente Bedingung vorausgesetzt war. u(sI) n (~(9~) = @ alleine bewirkt 
noch nicht, daD sr A Fa = 9 gilt. Das Analogon zu 8.11 fur A statt v  ist 
somit falsch. 
(Man betrachte als Beispiel ein 9 E F mit R C gg,---dies ist gleichwertig 
mit fl< yD,---und u(5) = ,@ : Man hat dann g A Sp,, = 9.) 
Wie bereits Hawkes in [4,4.6] feststellen konnte, ist F kein Teilverband von H: 
Hawkes zeigt, daB das Supremum von M und der Klasse der tiberauflosbaren 
Gruppen keine gesattigte Formation3 ist. Wir geben ein einfacheres Beispiel an: 
3 Es ist eine offene Frage, ob das Infimum zweier geslttigter Formationen stets wieder 
eine solche ist. Bei vielen bekannten Beispielen ist dies aus trivialen Griinden in der Tat 
der Fall. 
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8.15 BEISPIEL. Seien p, , p, und q drei verschiedene Primzahlen. Wir setzen 
3% = J+‘&+ fur i = 1, 2 und ftihren die Annahme (4 , 9s) E F zum Wider- 
spruch. 
Dazu sei Hi fiir i = I,2 eine primitive Gruppe mit F(H,) = O,(Hi) und 
H,/O,(H,) G Zsi . Die Beziehungen ZDi c Projp,(Hj) und O&H,) E ProjF,(Hi) 
fiir j # i implizieren Hi = Z,P,(H,) E (4 , se) = g. Ware F eine Forma- 
tion, so folgte fiir ihre lokale Erklarung ZD, s H,/O,(H,) c 9(q), und wir 
hgtten Zp, x ZD, E %9(q) = g(q). I ns esondere ware das semidirekte Produkt b 
von H = .ZD, x ZD, mit einem irreduziblem, treuen H-Modul Y tiber GF(q) 
in Yfl(q) enthalten, aber offensichtlich ist H ein F-Projektor von HV, da 
C,(Z,l) = 1 gilt. 
9. RANDBEMERKUNGEN ~BER TEILKLA~SEN VON I-I 
Schunckklassen Z mit der Eigenschaft, da8 in allen Gruppen G samtliche 
in T? liegenden, oder, gleichbedeutend, %‘-maximalen Untergruppen in einem 
#-Projektor von G enthalten sind, wurden zuerst von Wood, der sie D-Klassen 
hinannte, in [8] und spiter von Doerk in [2, Sektion 31 untersucht. Wir wollen 
er u.A. zeigen, wie sich das Hauptergebnis von Wood mittels der Doerkschen 
Methode, Eigenschaften einer Schunckklasse an deren Rand abzulesen, sehr 
einfach herleiten 1aRt. Doerks Beschreibung der D-Klassen lautet in einer 
fur unsere Zwecke geeigneten Formulierung: 
9.1 LEMMA (Doerk [2, 3.11). G enau dann ist die Schunckklasse 2 eine D- 
Klasse, wenn fiir alle Gruppen G E b(&) gilt: 
Jede #-maximale Untergruppe van G liegt in einem X-Projektor, einem 
Komplement des einzigen minimalen Normalteilers von G. 
Samtliche Resultate, D-Klassen betreffend, ergeben sich durch systematische 
Anwendung von 9.1 zusammen mit dem folgenden, elementaren Lemma: 
9.2 LEMMA. Die Gruppe D sei ein Produkt der Untergruppe K mit dem 
nilpotenten NormalteiZer N. Ferner sei L% irgendeine Schunckklasse und H eine 
Z-maximale Untergruppe von G. Dann exist&t ein x E N mit 
H = (H n K2)(H n N). 
Beweis. Dies steht im Wesentlichen in [3, 1.8 und 1.9].4 
Als erstes Beispiel einer Anwendung von 9.1 und 9.2 geben wir einen neuen 
Beweis des Hauptsatzes der Arbeit [8] von Wood an: 
4 Es sei darauf hingewiesen, daD such ein kurzer direkter Beweis mijglich ist. 
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9.3 SATZ (Wood [8, Theorem 21). Die Klasse D aller D-Klassen bildet 
beziiglich der auf H gegebenen Operationen v und A einen Teilverband von H. 
Dabei stimmen auf D Injimum und Durchschnitt van Klassen iiberein. 
Beweis. (1) Mit % und % liegt such % = <%, %Q in D: 
Sei G E b(X) und H eine #-maximale Untergruppe von G. Nach 9.2 gibt 
es ein Komplement K von F(G) in G mit H = (H n K) (H n F(G)). Sei 
L = H n K, Lz E Proj&) fiir %” = 3, ?V. Da H n F(G) nilpotenter Normal- 
teiler von H ist, ist eine LS enthaltende, z-maximale Untergruppe 2 von LE 
(H n F(G)) bereits %“-Projektor von L(H n F(G)) = H. Ein solches 2 hat die 
Gestalt 2 = Ls(Z n F(G)) und liegt wegen 3 < (3, %) in einer Konjugierten 
des (%, g)-Projektors K von G, denn gemlD 2 ED ist Z Untergruppe eines 
57-Projektors von G. Insbesondere hat Z wie K trivialen Durchschnitt mit 
F(G). Dies zeigt Z = Ls fiir L!?? = .%, g, und mit HE <%“, ?V) folgt schlieDlich 
H = (X, Y) = (Lx, Lg) = L _C K. Eine Anwendung von 9.1 liefert die 
Behauptung (1). 
(2) Mit 5? und 9 liegt such 5? n CV in D: 
1st G E b(% n ?Y), HE Projs&G), so gilt HE 3 n 3Y $a G. Es ist also etwa 
G 4%. Notwendig folgt GE b(X) mit HE Projg(G), und nach 9.1 ist jede 
Untergruppe von G, die nicht in einer Konjugierten von H liegt, nicht aus 55’, 
erst recht also nicht aus 5? n %‘. Ein erneutes Zitat von 9.1 liefert wiederum die 
Behauptung. 
(3) Fiir~,~~Dgilt%~h=~n~: 
.% A ?V C $ n g gilt stets (nach 8.1). Da die mengentheoretische Inklusion 
3 C 9?” fiir 5?’ E H und % c D schon das starke Enthaltensein Lz” Q % zur 
Folge hat, wie man der Definition der D-Klassen direkt entnimmt, haben wir 
~n~<~uundXnY<@Yzufolge~n%<~~h. 
Dies zeigt (3); (l), (2) und (3) zusammen ergeben die Behauptung des Satzes. 
Mittels der hier benutzten Beweismethode erhnlt man such das zweite 
Ergebnis von Wood, eine 9.1 nhnelnde Charakterisierung der D-Klassen. Wir 
verzichten hier jedoch auf die Durchfiihrung des Beweises und geben statt 
dessen eine Kennzeichnung der D-Klassen iiber ihren Rand an, die eine iiber- 
sichtliche Verschlrfung von 9.1 darstellt (und deren Beweis auf 9.1 zuriickge- 
fiihrt wird). 
9.4 SATZ. Genau dann ist die Schunckklasse X eine D-Klasse, wenn fti alle 
Gmppen G E b(2) gilt: 
Ist H eine in .8 Eiegende Untergruppe eines Komplementes van F(G), so ist fiir 
alle H-Kompositionsfaktor V von F(G) die Gruppe (H/C,(Y))Y in b(X) 
enthalten. 
Beweis. Jede D-Klasse erfiillt die angegebene Bedingung: 
Sei ntilich GE b(.%) und 2 3 H C K E Projs(G). Wir wahlen einen 
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H-Teilmodul W des H-Mod& F(G) minimal beziiglich der Eigenschaft, 
einen zu V H-isomorphen Faktormodul zu besitzen. Dann ist Rad( W) _C @(HW) 
nach 1.3 sowie HW/Rad(HW) z HV. Ware (H/C,(V)) V $ b(&‘), so hatten wir 
wegen HE % bereits HV E Z, damit aber such HW E E&% = .%‘: Alle 
primitiven Faktorgruppen von HV llgen dann namlich in X. Wegen W # 1 
ist nach 9.1 fur HE D jedoch HW E X unmoglich; mithin gilt die angegebene 
Bedingung. 
Umgekehrt gelte fur .% die in der Behauptung des Satzes beschriebene 
Bedingung. Wir wenden 9.1 und 9.2 an, urn .8 ED nachzuweisen: 1st G E b(s) 
und H eine &‘-maximale Untergruppe von G, so existiert ein KE Projs(G) 
mit H = (H n K)(H n F(G)). Im Falle H g K, d.h. H n F(G) # 1, ergabe 
sich mit H n K E Q(H) _C Z durch Betrachtung eines (H n K)-Kompositions- 
faktors V = (H n F(G))/W von H n F(G) mit unserer Vorausetzung ein 
Widerspruch zu HE 8. 
Als triviale Folgerung erhalten wir Doerks Konstruktionsverfahren fur 
(im Wesentlichen samtliche bislang bekannten) D-Klassen. 
9.5 BEISPIEL (Doerk [2, 3.21). S ei 7r eine Primzahlmenge, % = Qflc y$ 
und b(&‘) die Klasse aller primitiven Gruppen G mit F(G) E YV und G/F(G) E 9. 
Dann ist &’ eine D-Klasse: 
Da keine Gruppe aus b(X) eine echte Faktorgruppe aus derselben Klasse hat, 
ist b(X) Rand einer Schunckklasse (vgl. [2, 1.1 und 3.21). Aus 9.4 folgt mit der 
Definition von b(X) sofort .# ED. 
(Man beachte hier: Der Hauptteil des Beweises von Y? E D in [2] bestand 
im Nachweis, daf3 sich eine in .%’ liegende Untergruppe einer Gruppe G c b(X) 
der Zerlegung von G in ein Produkt eines Z-Projektors mit der Fittinggruppe 
anpa&, hier erzwungen durch die Forderung, da0 ein Komplement von F(G) 
eine p’-Hallgruppe von G sei; dieses Problem stellt sich nach 9.4 nicht mehr.) 
Die bisher bekannten D-Klassen waren (vgl. 9.5) ausnahmslos p-E-Klassen 
(s. 4.1) fur alle Primzahlen p. Wir kiinnen mittels 9.4 Beispiele fiir D-Klassen 
finden, fiir die das nicht zutrifft. 
9.6 BEISPIELE. (1) SeiQ d’ Q t re ua ernionengruppe der Ordnung 16,Z = Z(Q) 
und U ein irreduzibler, treuer Modul der Diedergruppe D der Ordnung 8 
iiber GF(p), p eine ungerade Primzahl. lJ als Modul fiir Q mit Co(U) = Z 
auffassend, bilden wir das semidirekte Produkt K = QU. Die primitive Gruppe 
K/Z E DU besitzt fur eine Primzahl q # 2, p einen irreduziblen, treuen Modul 
V iiber GF(q). Diesen fassen wir als K-Modul mit C,(V) = 2 auf und be- 
trachten H = KV. Es ist Sot(H) = 2 x V, so da0 H nach 1.9 einen irreduziblen, 
treuen Modul M iiber GF[p) besitzt; es sei G = HIM. 
Jede (2, q}-Untergruppe von H zerfallt in ein Produkt einer Untergruppe Q0 
einer in H enthaltenen Quaternionengruppe der Ordnung 16 und einer Q,,- 
invarianten Untergruppe V, von ‘cr; dabei ist im Fall Q0 # 1 stets der oben 
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definierte Normalteiler 2 von H in Q0 enthalten. Wir betrachten jetzt fur alle 
solchen QOV,, samtliche irreduziblen GF(p)[Q,,Fe]-Moduln W, fiir Q,, # 1 jedoch 
nur diejenigen, auf denen 2 nichttrivial operiert. Die Menge g aller semidirekten 
Prod&e (QJ&Q~v~( VW @it Q. , v. , W wie soeben beschrieben) besteht 
dann ausschlieDlich aus Gruppen, die weder zu G isomorphe Faktorgruppen 
besitzen noch selbst Faktorgruppen von G sind-man beachte die triviale 
Operation von Z auf U. Infolgedessen sieht man sofort, da0 ~3 u {G} ein 
Rand b(s) einer Schunckklasse 2 ist. 
Durch eine triviale, aber etwas langwierige Uberpriifung der in X liegenden 
Untergruppen von H stellt sich heraus, da8 b(Z) das in 9.4 angegebeneKriterium 
erfiillt: Die Ursache hierftir liegt vor allem in der Tatsache, da8 der minimale 
Normalteiler 2 von H der Ordnung 2 invertierend (da nichttrivial) auf dem 
irreduziblem, treuem H-Modul M operiert, also such auf jedem Ausschnitt von 
il2, ferner 2 in jeder Untergruppe gerader Ordnung von H enthalten und 
auBerdem der einzige minimale Normalteiler von Q ist. 
Nach 9.4 ist X damit D-Klasse, aber fur alle p mit b,(s) # M (nur ein 
solches p existiert) keine p-E-Klasse. 
Dariiber hinaus ist leicht zu sehen, wie das angefiihrte Beispiel sich durch 
Veranderung von b(X) variieren la&, z.B. urn such noch b,(p) # o zu 
erhalten. Der allgemeine Hintergrund des Beispiels ist klar: Gilt p / 1 G/F(G)/ 
fur ein G E bl)(.%?), so darf auf einem komplementierbaren p-Hauptfaktor A/B 
von HE Proj&G) keine Automorphismengruppe U = AM&A/B) induziert 
werden, die in der Weise als Faktorgruppe Y/Y,, einer Untergruppe Y von H 
auftaucht, dal3 F(G)y einen Kompositionsfaktor V enthalt mit [I’, Ya] = 1 
und ( Y/Y,) V g U(A/B). 
Der hier beschriebene Sachverhalt liefert such eine Charakterisierung der- 
jenigen primitiven Gruppen G, die in keinem Rand einer D-Klasse gelegen 
sind; es handelt sich notwendig urn solche primitive Gruppen G mit (I F(G)(, 
1 G/F(G)/) # 1, wie man mittels 9.5 leicht einsieht. 
(2) Nach 4.15 sind die NE-Klassen (s. 4.1) genau die Schunckklassen der 
Gestalt pnyG . Wegen y,,y* = grC4CnnlL kiinnen wir dabei # stets so wahlen, 
dal3 # _C r gilt. Der Rand dieser Klassen besteht bei derart gew%hltem # aus 
allen primitiven Gruppen G mit F(G) = O,(G) fur ein p E n - + und G/F(G) E 
y* . Deshalb sind nach 9.5 diese Klassen stets D-Klassen. 
zeigt daB die Familie der NE-Klassen gegeniiber Bildung von Erzeugnissen 
abgeschlossen ist. Jedoch ist z.B. fiir zwei verschiedene Primzahlen p und q die 
masse 9, n Tp,g~ (= 9’,ya n ~G%,.~I mit der Menge q~ aller Primzahlen) nicht 
mehr von der Gestalt g!y$, also keine NE-Klasse. Mittels einfacher Beispiele 
von Gruppen oder durch Heranziehen unserer Ergebnisse iiber Schunckklassen 
mit Deck-Meide-Eigenschaft sieht man sogar, daf3 8, n yb,q) nicht einmal die 
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die Deck-Meide-Eigenschaft (s. 4.1) besitzt. Da fur D-Klassen n und A zusam- 
menfallen, trifft Entsprechendes such fur A zu. 
9.7 Bemerkung. Die beztiglich Q maximalen Elemente von D - [S, 9”) 
sind gerade die gp3,, die minimalen die ;sP, (p prim). 
Beweis. Die Aussage fiir die maximalen Elemente liest man sofort an 9.4 ab, 
indem man sich klar macht, da8 mit b,(Z) # 15 fur % ED bereits 2, E b,(X) 
und dann .% << 8, gilt. Die Behauptung fiir die minimalen Elemente folgt 
aus der Minimali& genau der Yn beziiglich _C und dem Zusammenfallen von _C 
und < fur D-Klassen. 
1st die zuletzt gebrauchte SchluBweise nur fur D-Klassen zulassig ? Sind 
diese also die einzigen Schunckklassen mit der Eigenschaft, jede andere Schunck- 
klasse, die sie als Teilklasse enthalten, bereits stark zu enthalten? Zumindest 
lassen sich die Schunckklassen mit dieser Eigenschaft durch ein 9.4 vergleichbares 
Kriterium beschreiben, auf das wir aber hier nicht naher eingehen wollen. 
Wir finden vielmehr ein Beispiel einer solchen Klasse, das keine D-Klasse ist: 
9.8 BEISPIEL. Durch Angabe ihres Randes b(g) definieren wir eine Schunck- 
klasse Y: Der Rand bestehe aus dem semidirekten Produkt S,V,, von S, mit 
einem irreduziblem, treuem S,-Modul V, iiber GF(5) fur n = 3,4, aus allen 
semidirekten Produkten (A4/CAp( V)) V, V alle irreduziblen A,-Moduln tiber 
GF(5) durchlaufend, sowie aus slmtlichen semidirekten Produkten (D/C,{ V)) V, 
wobei D ~Syl,(L3,) ist und V alle irreduziblen GF(S)[D]-Moduln durchlguft. 
Da S, auBer ihren Hallgruppen und S, sowie A, keine Projektoren zu Schunck- 
klassen als Untergruppen hat, rechnet man leicht nach, da13 fur jede Schunk- 
klasse S C dY schon b(Y) C u(X) gilt; man beachte dabei vor allem, da8 aus 
GE b(?Y) und Projg(G) C X bereits Projs(G) = Proj&G) folgt, falls nur 
X C JY gilt. Nun besitzt S,Vd (V, wie oben eingefiihrt) eine Untergruppe, die 
zum Holomorph von 2, isomorph ist, also einerseits in dY liegt, andererseits 
den minimalen Normalteiler V, dieser Gruppe nicht meidet, d.h. in keinem 
?Y-Projektor von S,V, enthalten ist. 
D-Klassen sind nach (2, Sektion 31, Beispiele fur Schunckklassen X mit 
ZX = Z-Y; die Gesamtheit dieser Klassen sol1 hier mit D2 bezeichnet werden. 
Analog der Verallgemeinerung von 9.1 zu 9.4 wollen wir das Doerksche Kriterium 
aus [2] fur Z? ED, nun verbessern, urn splter die folgende Frage von Cossey 
[l , Question 31 zu beantworten: 
Gilt D == D, ? Wenn nicht, bildet D, zumindest noch eine Teilverband 
von H? 
Trivialerweise gilt D C D, , und so liegt die Fragestellung nahe. 
9.9 LEMMA (Doerk [2, 3.41). Genau dann liegt 2 in D, , wenn fiir alle 
Gruppen G E b(X) giZt: 
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Kein nichttrivialer Normalteiler von G liegt in &@. 
9.10 LEMMA. Seien V und W irreduzible X-Moduln iiber GF(p), p eine 
Primxahl. Dann sind iiquivalent, falls X = Y / Ur( V) = Y j %?r( W): 
(i) XV s XW, 
(ii) es existimen ein bijektives v  E HomCF(& V, W) und ein q5 E Aut(X) 
mit (v”)p) = (WV)(@) fi.2 alle x E X und v  E V; 
(iii) V und W sind (bis auf X-Isomorphic) unter Aut(X) konjugierte X- 
Moduln (im Sinne eron [5, V.17.11). 
Beweis. Wir diirfen offenbar V und W als treue X-Moduln annehmen. 
Dann folgt die Aquivalenz von (i) mit (ii) aus dem Satz von Galois und Ore 
[5, 11.3.21 iiber die Konjugiertheit von Komplementen des einzigen minimalen 
Normalteilers in einer primitiven Gruppe, und zwar unter Beachtung der 
Tatsache, daD eine additive Abbildung v  von V in W bereits GF(p)-linear ist; 
fiir einen ausfiihrlichen Beweis verweisen wir auf [6, 2.81. Die Gleichwertigkeit 
von (ii) und (iii) ergibt sich direkt aus der Definition Aut(X)-konjugierter 
Moduln. 
9.11 SATZ. Genau dann liegt A? in D, , wenn fiir alle Gruppen G E b(#) gilt: 
1st X a HE Proj&G), X E 2, so gilt (X/C,( V))V E b(Z) fik einen (jedm) 
irreduxiblen X- Teilmodul V von F(G). 
Beweis. Nach 9.9 ist die Bedingung “G E b(Z), X E Z’, X 4 H E Proj&G) 
habe stets zur Folge, daf3 ein irreduzibler X-Teilmodul V von F(G) mit 
GWxV’)) V E b(*) existiert” hinreichend fiir # ED, , da die nichttrivialen 
Normalteiler von G die Form XF(G) mit X a H haben und nach Cliffords 
Satz [5, V.17.31, der irreduzible H-Modul F(G) (iiber GF(p), p der Primteiler 
von 1 F(G)J) vollst%ndig reduzibel fiir X ist. 
Umgekehrt sei X E 2 ED, , G E b,(2), X 4 HE Proj&G). Wir fassen 
F(G) = O,(G) als irreduziblen H-Modul iiber GF(p) auf. Cliffords Satz liefert 
dann eine Zerlegung F(G) = HI @ ... @H, von F(G)x in X-homogene 
Komponenten H, s @V, mit irreduziblen X-Moduln Vi (i == I,..., n), die 
unter von H auf X induzierten Automorphismen konjugiert sind. Gemif 9.10 
gilt Xvi g XVj fiir i, j = l,..., n. Wegen XF(G) g G ist nach 9.9 XF(G) $ Z, 
aber wir haben X E 2 vorausgesetzt. Folglich muB XF(G) einen komplementier- 
baren Hauptfaktor haben derart, da13 die zugehiirige primitive Faktorgruppe in 
b(Z) liegt, und zwar unterhalbF(G). D ies he& aber gerade(X/C,( V,)) Vz E b(Z) 
ftir ein (und gem%3 unserer vorangegangenen ijljerlegungen alle) i zwischen 1 
und n. 
9.12 BEISPIELE. (1) Wir geben hier 3, g E Dz mit X A g $ Dz an; dies 
beantwortet den zweiten Teil von Cosseys Frage negativ, und damit erst recht 
den ersten Teil: Nach 9.3 ist ngmlich D ein Teilverband von H. 
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Sei p # 2, 3 eine Primzahl, I’ der irreduzible und treue direkte Summand des 
natiirlichen Permutationsmoduls von S, iiber GF[p) (vgl. [3, I., Beispiel (3)]). 
Man sieht leicht, da13 I’ such fur A, noch irreduzibel ist. Bezeichnet Dze die 
Diedergruppe der Ordnung 2p, so ist {S,V, A,V, D,, , Z,} offenbar Rand einer 
Schunckklasse ZY E D, : Man wende 9.11 an! Die durch b(%‘) = {Sa , Zs} 
definierte Schunckklasse g ist sogar eine D-Klasse, insbesondere gilt g ED, : 
Die Gtiltigkeit von D CD, liest man sofort an 9.4 und 9.11 ab. 
Die Einschrankung des S,-Moduls v auf D, E Syl,(S,) zerfallt in eine 
direkte Summe aus einem irreduziblem, treuem Ds-Modul W und einem 
eindimensionalem, nicht treuem Teilmodul. Da D, ein CY-Projektor von S, ist, 
gilt nach 8.7 D,W E a(% A CY). Mit 3; < X und Sp, < CY folgt D,WE b(T A “Y) 
und die Annahme CZ’ A CY E D, liefert mit 2, a D, , da8 2, W, E b(% A g) gilt, 
wobei W,, einen irreduziblen, treuen direkten Summanden von Wz, bezeichne. 
bezeichne. Dies ist ein Widerspruch, denn wir haben Z,W, E 2’ A g, wie die 
Anwendung des in Sektion 8 beschriebenen Hawkesschen Verfahrens zur 
Berechnung von X A CY beweist. Es liefert namlich unter Verwendung von 
Y2 Q S A 9 sofort b(S A g) = b(g) u (D,W, Dzp, Z,}. 
(2) Die Klassen %’ = X, CY aus (I) haben folgende Eigenschaft: 1st 
GE: b(Z), HE Proj&G), Na H, so ist MV e b(Z) fur alle M ~Proj&N) 
und alle iCI-Kompositionsfaktoren V von F(G): Es gilt hier namlich stets 
M = NE %. Ahnlich wie in (1) sieht man nun, da8 sich diese Eigenschaft 
nicht auf 3 A Y iibertragt, doch verhalt sie sich gutartig beziiglich v-Bildung; 
urn Letzteres einzusehen, untersuchen wir die Klassen mit dieser Eigenschaft 
genauer. 
9.13 SATZ. D, bestehe aus allen Schunckklassen S? fib die in jeder Gruppe G 
zu N a G, XC Proj&N) stets ein YE Proj&G) mit XC Y exist&t. Dann gilt 
ofensichtlich D CD, C D, . Die Aussage s+? E D, ist iiquivalent xu: 
1st Nd HE Projs(G) fiir ein G c b(S), so gilt (X/C,(V)) V E b(8) fiir alle 
X E Proj&N) und alle X-Kompositionsfaktoren V won F(G). 
Beweis. Die Notwendigkeit der angefiihrten Bedingung fur 2 ED, sieht 
man ahnlich wie in 9.4. Urn zu sehen, daB sie such hinreichend ist, benutzen wir 
das Reduktionslemma 1.5 aus [2]. Wir haben dazu eine Einbettungseigenschaft E 
wie folgt zu definieren: Die Untergruppe H von G heiBe E-eingebettet in G 
(geschrieben HEG), falls HE Proj&G) und fiir alle Ng G jeder %-Projektor 
von N in einer geeigneten Konjugierten von H enthalten ist. Urn 1.5 aus [2] 
anwenden zu kiinnen, zeigen wir: 
(1) GE.%’ a GcG; 
(2) Ma G, H ~Proj&G) mit HEHM und HM/McG/M 3 HeG. 
(1) ist trivial. Sei die Voraussetzung von (2) erftillt, und sei X E Proj&N) 
fiir ein Nq G. Dann ist XgM/M C HMIM fiir ein g E G (0.B.d.A. g = 1) 
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wegen XM/M E Proj&NM/M), d.h. X _C HM. Folglich ist X E Proj&HM n 
N) mit HM n Na HM, so da0 Xh _C H fiir ein Iz E HM gilt. Somit ist (2) 
nachgewiesen. 
[2, I.51 liefert nun folgende Aussage: Haben die x-Projektoren in jeder 
Gruppe aus b(.%) die Eigenschaft +-und dies ist nach unserer Voraussetzung 
der Fall-so haben die 3Eo-Projektoren in jeder Gruppe’ diese Eigenschaft. 
Das ist gerade unsere Behauptung. 
9.14 KOROLLAR. D, ist abgeschlossen beziiglich v-Bildung (jedoch nicht 
beztiglich A-Bildung, s. 9.12(2)). 
Da der Beweis von 9.14 lhnlich demjenigen von 9.3, Beweisteil (I), verlguft, 
-man hat nur b(% v “Y) C a(S) n a(g) (dies aufgrund von 3, d < (x, $Yv>) 
zu beriicksichtigen-sol1 an dieser Stelle auf seine Ausfiihrung verzichtet 
werden. 
Wir schlieBen unsere Uberlegungen iiber D-Klassen und verwandte Typen 
von Schunckklassen mit einem Beispiel einer Schunckklasse % E D, - D, ab, das 
uns gleichzeitig den Nachweis ermiiglicht, daB D, nicht gegeniiber v-Bildung 
abgeschlossen ist. 
9.15 BEISPIELE. (1) Sei V ein irreduzibler, treuer Ss-Modul iiber GF(5), 
W ein irreduzibler, treuer SsV-Modul iiber GIj(7), der such noch fiir A,V 
irreduzibel ist. Bezeichne G das semidirekte Produkt von SsV mit W, H eine 
(3, 5}-Hallgruppe von G. Wie man leicht nachpriift, wird durch b(T) = 
{G, H, 2, , 2,) eine Schunckklasse ?Z E D, definiert. Da ein .%-Projektor von G’ 
eine (3, 7}-Untergruppe ist, die F(G) nicht meidet, gilt 5? $ D1 . 
(2) Sei X wie in (1) und ?V durch b(g) = (2s , G’, 2,) 2,: definiert. 
Auch @Y liegt dann in Ds ; es gilt iibrigens % ED, - D. Man iiberzeugt sich 
sofort davon, daD ein %-Projektor von G schon (%, %‘)-Projektor ist, denn H 
(wie in (1) definiert) ist ein ?V-Projektor von G. Jedoch gilt G’ E (3, “Y}, da 
eine (3, 7}-Untergruppe (9-Projektor) und eine (3, 5)-Hallgruppe (‘/3/-Projektor) 
von G’ bereits die gesamte Gruppe G’ erzeugen. 
Insgesamt haben wir nun D C D, C D, nachgewiesen. 
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